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Légica Matematica e Computacional

APRESENTACAO

0.1 Metodologia da Disciplina

Aula expositiva: informagdo, conhecimento, aprendizagem de conceitos e principios.
Atividades de aprendizagem em grupo: desenvolvimento de habilidades e competéncias,
nao s6 da disciplina em questdo, mas também habilidade de trabalhar em grupos e
equipes. Enfase em projetos e pesquisas dos alunos, fazendo a relacio entre a teoria e o
mundo real.

Atividades Avaliativas (individuais e coletivas)

0.2 Visao geral da Disciplina

A disciplina de Légica Matematica e Computacional € fundamental para todos os alunos
das areas de Engenharias e da Computagao diante da sua ampla aplicabilidade.

A Ldgica permite formalizar argumentos que podem ser validados ou refutados, usando
raciocinio légico. Estas estruturas de argumentacdo podem ser utilizadas na elaboracdo
de algoritmos na drea de programacao.

Além disso, a disciplina de Logica Matematica e Computacional prepara os alunos para
projetar sistemas digitais, utilizando os diferentes sistemas de numeracdo e 0s conceitos
de dlgebra booleana, temas desta disciplina.

0.3 Objetivos da Disciplina

Desenvolver no aluno a habilidade de elaborar uma estrutura de argumentagao légica,
utilizando uma linguagem formal, tanto para verbalizd-la, como para verificar
equivaléncias e implicagdes.

Preparar o aluno para aplicar os conceitos de 16gica na modelagem e na construg¢do de
algoritmos computacionais.

Capacitar o aluno a aplicar os conceitos de inferéncia légica na construcdo de
dispositivos autdnomos e sistemas especialistas.

Capacitar o aluno a aplicar os conceitos da dlgebra booleana na construcao de sistemas
digitais, assim como a utilizacdo dos diferentes sistemas de numeracao.

0.4 Atividades em grupo:

O aluno deve usar o material indicado pelo professor. Nao é possivel desenvolver
satisfatoriamente uma atividade sem um minimo de conhecimento do conteido
ministrado nas aulas expositivas.

A participacdo serd avaliada a cada encontro. A nota de participacdo nio € nota de
presenca e sim das atividades efetivamente desenvolvidas.

0.5 Avaliacao dos Alunos

Conhecimentos adquiridos.

Habilidades e competéncias especificas da disciplina, principalmente, a competéncia
argumentativa.

Atitudes: abertura as idéias e aos argumentos dos outros, mostrando disponibilidade
para rever suas proprias opinides; cooperacao com 0s outros, mostrando que a critica s
¢ eficaz através do didlogo justo e honesto, no seio de uma comunidade.

Participacdo efetiva nas aulas e atividades coletivas (ndo € apenas presenca).
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1 INTRODUCAO A LOGICA

1.1 Origens

A 16gica iniciou seu desenvolvimento na Grécia Aristételes (384 — 322 AC) e os antigos
filosofos gregos passaram a usar em suas discussdes sentencas enunciadas nas formas afirmativa
e negativa, resultando em grande simplificagdo e clareza.

Em 1847, Augustus DeMorgam (1806-1871) publicou o tratado Formal Logic. Em 1848,
George Boole (1815-1864) escreveu The Mathematical Analysis of Logic e depois publicou um
livro sobre o que foi denominado posteriormente de Algebra de Boole.

Em 1879, Gotlob Frege (1848-1925) contribuiu no desenvolvimento da l6gica com a obra
Begriffsschrift. As idéias de Frege sé foram reconhecidas pelos 16gicos mais ou menos a partir de
1905. A escola italiana, que desenvolveu quase toda simbologia da matemadtica utilizada
atualmente, é composta de Giuseppe Peano (1858-1932) e também por Burali-Forti, Vacca, Pieri,
Padoa, Vailati, etc.

Bertrand Russell (1872-1970) e Alfred North Whitehead (1861-1947) iniciam o atual
periodo da légica com a publicacdo da obra Principia Mathematica no inicio do século XX.
Também contribuem para o estagio atual, David Hilbert (1862-1943) e sua escola alema com von
Neuman, Bernays, Ackerman e outros.

Em 1938, Claude Shannon mostrou a aplicagdo da dlgebra de Boole na analise de
circuitos de relés.

Podemos dizer que a légica estuda as condi¢des objetivas e ideais para justificar a verdade
e ndo cuida da propria verdade. Ela estuda as condi¢Oes formais para justificar a verdade, isto &,
as condi¢des que o pensamento deve preencher para ser coerente consigo mesmo e demonstrar a
verdade ja conhecida. A l6gica estuda as relacdes do pensamento consigo mesmo para possibilitar
a constru¢do de um contexto correto de justificacdo, isto €, para a definicdo argumentativa de
premissas corretamente dispostas para uma conclusao justificada. Uma das condicdes para se ter
a verdade demonstrada, e portanto justificada, € que o pensamento seja coerente consigo mesmo,
isto €, que siga as leis da razdo expressa lingiiisticamente.

1.2 Conceitos preliminares.

1.2.1 — Proposicao

Defini¢do: todo conjunto de palavras ou simbolos que exprimem um pensamento de sentido
completo.

As proposi¢Oes transmitem pensamentos, isto €, afirmam fatos ou exprimem juizos que formamos
arespeito de determinados entes.

Exemplos:
v’ Japio estd situado no continente africano.
v A lampada da sala estd acesa.
v' A cidade de Recife € a capital de Pernambuco.

Na linguagem natural nos acostumamos com vdrios tipos de proposi¢des ou sentengas:

a) Declarativas
v’ Mircio é engenheiro.
v" Todos os homens sdo mortais.
v’ sen (m)h) =1
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v A lua gira em torno da terra.

b) Interrogativas
v" Seré que o Roberto vai ao cinema hoje?
v" Quantos alunos faltaram hoje a aula de 16gica?
v O Brasil ganhard a copa do mundo de 2006?

¢) Exclamativas
v' Feliz Natal!
v" Vencemos!
v" Passamos no vestibular!

d) Imperativas
v" Nio falte as aulas de 16gica.
v Feche a porta.
v" Fique calado.

Estudaremos somente as proposicoes declarativas, pois elas podem ser facilmente classificadas
em verdadeiras ou falsas.

1.2.2 — As trés leis do pensamento
A légica adota como regras fundamentais do pensamento os seguintes principios (ou axiomas):
a) Principio da Identidade
Se qualquer proposi¢do € verdadeira, entdo ela é verdadeira.
b) Principio da Nao-Contradi¢ao
Uma proposi¢do ndo pode ser verdadeira e falsa a0 mesmo tempo.
¢) Principio do terceiro Excluido

Toda proposicao ou € verdadeira ou € falsa, isto &, verifica-se sempre um destes casos e
nunca um terceiro caso.

Com base nesses principios as proposicdes simples sdo ou verdadeiras ou falsas - sendo
mutuamente exclusivos os dois casos; daf dizer que a 16gica clédssica € bivalente

Exemplos de proposicoes falsas:
v O navegador Vasco da Gama descobriu o Brasil.
v" O escritor francés Dante escreveu Os Lusiadas.
v nidmero T é um nimero racional.
v" O México estd localizado na América do Sul.

1.2.3 — Valores logicos das proposicoes

Defini¢do: chama-se valor légico de uma proposic¢ao a verdade se a proposi¢ao é verdadeira e a
falsidade se a proposi¢ao € falsa.

Os valores 16gicos verdade e falsidade de uma proposi¢do designam-se abreviadamente pelas
letras V e F respectivamente. Assim, o que os principios (axiomas) afirmam € que:

“Toda proposi¢ao tem um, e um s6, dos valores V e F.”
O valor 16gico de uma proposicao P € a verdade (V) se P € verdadeira, escrevendo:
viP)=V e 1é-se: “o valor 16gico de P é V”

Exemplos:

Prof. Walteno Martins Parreira Janior Pagina 6



Légica Matematica e Computacional

P: O merciirio € mais pesado que a dgua. v(P)=V
Q: O sol gira em torno da Terra. v(iQ) =F
R: A lua é um satélite natural da Terra. v(R)=V

1.2.4 — Sentencas abertas

Defini¢do: quando em uma proposi¢do substituimos alguns (ou todos os) componentes por
varidveis, obtemos uma sentenca (proposicao) aberta.

Seja a proposi¢do “Magda € Uberlandense”, se substituimos o nome Magda pela varidvel X,
obteremos a sentenca aberta “X € Uberlandense”, que ndo € necessariamente verdadeira e nem
falsa.

Exemplos:
P: X é filho de Y.
Q:x—-y=12

R: Se x é sobrinho de y, entdo, x € primo de z.

1.2.5 — Proposicoes simples (atomicas)

Definicdo: chama-se proposicio simples, a proposicio que nio contém nenhuma outra
proposi¢ao como parte integrante de si.

Exemplos:
P: Carlos € careca.
Q: Pedro é estudante.

R: O galo pde ovos.

1.2.6 — Conectivos légicos

Definicdo: sdo palavras ou frases que sdo usadas para formar novas proposi¢ao a partir de outras
proposic¢oes.

Os conectivos usuais em ldgica matematica sao:

Conectivo Palavras Simbolo
Negacao Nao ~ou —
Conjung@o E A
Disjuncao Ou v
Condicional Se ... entdo ... -
Bicondicional ... Se, e somente se ... VRN

1.2.7 — Proposicoes compostas

Defini¢do: sdo as proposi¢des formadas por duas ou mais proposicdes simples e ligadas pelos
conectivos légicos.

Exemplos:
P: Carlos € careca e Pedro € estudante.

Q: Carlos é careca ou Pedro é estudante.
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R: Se Carlos € careca, entao Carlos é infeliz.

S: Carlos € careca se, e somente se Pedro é estudante.

1.3 Tabelas-verdade e conectivos.

Segundo o Principio do terceiro excluido, toda proposi¢do simples P é verdadeira ou é
falsa, isto €, tem valor 16gico V (verdade) ou o valor 16gico F (falsidade). Em uma proposi¢ao
composta, a determina¢c@o do seu valor 16gico é feito segundo o principio: “O valor 16gico de
qualquer proposi¢ao composta depende unicamente dos valores 16gicos das proposi¢des simples
componentes, ficando por eles univocamente determinado.”

Para aplicar este principio na pratica, recorre-se ao uso do dispositivo denominado
Tabela-verdade, que apresenta todos os possiveis valores légicos da proposicio composta
correspondentes a todas as possiveis atribui¢cdes de valores l6gicos as proposi¢des simples
correspondentes.

O numero de linhas da tabela-verdade de uma proposi¢do composta estd em funcdo do
nimero de proposi¢des simples que a compdem. A tabela-verdade de uma proposi¢do composta
com n proposi¢coes simples contém 2" linhas.

Portanto, podemos observar:

a) Para uma proposicdo simples P, o numero de linhas da tabela-verdade serd: 2' = 2,
representando na tabela-verdade:
P
\Y%
F

b) Para uma proposi¢do composta cujas proposi¢des simples componentes sdo P e Q, o nimero
de linhas da tabela-verdade serd: 2° =4 , que serd representada:

Pl Q
V|V
V | F
F |V
F | F

c) Para uma proposicdo composta cujas proposi¢des simples componentes sdo P, Q e R, o
ndmero de linhas da tabela-verdade serd: 2° = 8 , que serd representada:

R

w
(=)

i<l <<€l <

mim| <l <l mlm| <] <
mi<| < | < |
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Observe que os valores 16gicos V e F se alternam de quatro (4) em quatro para a primeira
proposicao (P), de dois (2) em dois para a Segunda proposicdo (Q) e de um (1) em um para a
terceira proposicao (R).

1.3.1 — Operacao Légica Negaciao

Definicdo: chama-se negacdo de uma proposi¢cao P a proposicao representada por “Nao P”, cujo
valor légico é a verdade (V) quando P € falsa e a falsidade (F) quando P ¢
verdadeira.

Simbolicamente, a negagio de P indica-se com a notacio “~P”, que se 1&: “NAO P”

A tabela-verdade:

P | ~P
\'% F v(~P) =~ v(P)
F |V

Para uma proposi¢ao P, podemos formar a sua negagao de qualquer um dos seguintes modos:
v “ndo é verdade que P”
v’ “é falso que P”
v’ “pdo“emP
Exemplo:
P: Lidia € estudiosa.
~P: Nao € verdade que Lidia é estudiosa.
~P: E falso que Lidia é estudiosa.
~P: Lidia ndo € estudiosa.
Q: Jodo nao foi ao cinema.
~Q: E falso que Jodo ndo foi ao cinema.

Observacdes: Pode-se ter algumas variacdes, por necessidades da lingua portuguesa, por
exemplo:

P: Todos os homens sdo elegantes.
~P: Nem todos os homens sdo elegantes.
Q: Nenhum homem ¢é elegante.

~Q: Algum homem € elegante.

1.3.2 — Operacao Logica Conjuncao

Defini¢do: chama-se conjun¢do de duas proposicdes P e Q a proposicao representada por “P e Q”,
cujo valor l6gico é a verdade (V) quando as proposi¢des P e Q sdo ambas
verdadeiras e a falsidade (F) nos demais casos.

Simbolicamente, a conjun¢do de duas proposi¢des P e Q indica-se com a notagcdo “‘PAQF,
que se 1€ “P E Q”. A tabela-verdade:
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P Q |PAQ
V|V A%
V| F F V(PAQ) = v(P) A V(Q)
F |V F
F F F
Exemplo:
P: Pitdgoras era Grego Q: Descartes era Francés

P A Q: Pitagoras era Grego e Descartes era Francés.

viP)=V e v(Q=V=vPAQ) =V

1.3.3 — Operaciao Légica Disjuncao

Definicdo: chama-se disjuncdo de duas proposicdes P e Q a proposi¢ao representada por “P ou
Q”, cujo valor légico € a verdade (V) quando ao menos uma das proposi¢des P e Q
¢é verdadeira e a falsidade (F) quando as proposicdes P e Q sao ambas falsas.

Simbolicamente, a conjun¢do de duas proposi¢des P e Q indica-se com a notagdo “Pv Q-
que se l¢ “P OU Q.

A tabela-verdade:

v(PvQ) = v(P) v v(Q)

mim| < | < |
m<| <O
Mg < <<

Exemplo:
P: A cidade de Paris € a capital da Franca
Q: O sol é um satélite artificial da terra
P v Q: A cidade de Paris € a capital da Franga ou o sol € um satélite artificial da terra.

viP)=V e v(Q=F=v(PvQ)=V

Na linguagem coloquial a palavra ou tem dois sentidos. Exemplifiquemos:

P: Amilton € bombeiro ou eletricista.

Q: Rosa € mineira ou goiana.
Na proposi¢cdo Q (Rosa € mineira ou goiana), estd afirmando que somente uma das proposi¢oes €
verdadeira, pois nao € possivel ocorrer as duas coisas: Rosa ser mineira e goiana a0 mesmo
tempo.
Na proposicao P, diz-se que o ou € inclusivo, ja na proposicao Q diz-se que o ou € exclusivo.
Logo a proposi¢do P é uma disjunc¢do inclusiva ou simplesmente disjun¢do; e a proposi¢do Q é a
disjuncdo exclusiva.
A disjuncido exclusiva de duas proposicoes P e Q € a proposi¢do composta “P v Q”, que se 1€: “ou
P ou Q” ou se 18 “P ou Q, mas ndo ambos”. E a falsidade (F) quando o valor 16gico das
proposicdes P e Q forem ambos verdadeiros ou ambos falsos e a verdade (V) quando P e Q tem
valores 16gicos diferentes.
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A tabela-verdade:

v(PvQ) = v(P) ¥ v(Q)

miml << | v
mi<| <O

mi<|<|m|K

1.3.4 — Operacao Logica Condicional

Defini¢do: chama-se proposi¢ao condicional de duas proposi¢des P e Q a proposi¢do representada
por “se P entdo Q”, cujo valor 16gico € a falsidade (F) no caso em que a proposi¢ao
P € verdadeira e Q € falsa e a verdade (V) nos demais casos.

Simbolicamente, a condicional de duas proposi¢des P e Q indica-se com a notacdo “P — Q *,
que se lé:

> “PSOMENTE SE Q”

» “p é condigdo suficiente para q”
» “qé condigdo necessaria para p”’
» “pimplica (ou acarreta) q”

2z

Na condicional “P — Q”, diz-se que P € o antecedente e Q € o conseqiiente. O simbolo “—” é
chamado de simbolo de implicacao.

A tabela-verdade:

P |1 Q]| P->Q

V|V A"

V| F F v(P—Q) = v(P) = v(Q)
F \'% A"

F F A%

Observacdo: Uma condicional P — Q ndo afirma que o conseqiiente Q se deduz ou é
conseqiiéncia do antecedente P; o que uma condicional afirma é unicamente uma relagdo entre os
valores légicos do antecedente e do conseqiiente de acordo com a tabela-verdade apresentada
acima.

Exemplo:
P: Paris € a capital da Franca
Q: O sol é um satélite natural da terra
P — Q: Se Paris € a capital da Franca entdo o sol é um satélite natural da terra.

viP)=V e viQ=F=vP—>Q)=F
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1.3.5 — Operacao Légica Bi-condicional

Definicdo: chama-se proposicdo bi-condicional de duas proposicdes P e Q a proposicao
representada por “P se, e somente se Q”, cujo valor 16gico é a verdade (V) quando
as proposicdes P e Q sdo ambas verdadeiras ou ambas falsas e a falsidade (F) nos
demais casos.

A conjun¢do da sentenca “P — Q” com a sentenca “Q — P” resulta na sentenca “P <> Q”,
assim temos (P — Q) A (Q — P) equivale a (Q <> P).

Simbolicamente, a bi-condicional de duas proposi¢des P e Q indica-se com a notacdo “P <> Q ,
que se lé:

> “PSE, E SOMENTE SE Q”
“p é equivalente a q”

“q se, e somente se p”’

“q é equivalente a p”

“p € condi¢do necessdria e suficiente para q”

YV V V V VY

“q é condi¢ao necessdria e suficiente para p”

A tabela-verdade:

P | Q| PeQ

A% A% A%

A" F F v(P&Q) = v(P) < v(Q)
F A% F

F F A"

Exemplo:
P: A cidade de Paris € a capital da Franca
Q: O sol é um satélite natural da terra

P <> Q: A cidade de Paris € a capital da Franca se, e somente se o sol € um satélite natural
da terra.

viP)=V e v(Q=F=v(iP< Q)=F

1.3.6 - Tabela Verdade dos conectores

Resumindo, tem-se a seguinte tabela verdade:

P|d|pra|pva|pvq|p—>q|peq P |~p
VI V]V [V F v v V| F
VI F|[ F | VvV | V F F F |V
FIV| F [ Vv [V v F
FIF| F | F F v v

Prof. Walteno Martins Parreira Janior Pagina 12



Légica Matematica e Computacional

1.3.7 — Ordem De Precedéncia Dos Conectores

Para reduzir o nimero de paréntesis necessdrios em uma proposicdo composta (férmula 16gica
proposicional), estipula-se uma ordem na qual os conectores sdo aplicados. A ordem de
precedéncia €:

maior
a)  conectivos dentro de paréntesis, do mais interno para o mais externo
b) ~
) A
d vouyv
e) —

v H o
menor

Quando hd dois ou mais conectivos de mesma ordem de precedéncia, o conectivo mais a
esquerda na férmula proposicional tem prioridade sobre o conectivo a direta.

Exemplos:
a) “pv~q‘“ equivalea “(pv(~q))”
b) “pvq—r* equivalea “((pvq)—r)*

c) ‘pvgqar—=>paqequivalea“((pv(gar))—=(parq))*

PV QAT = P A(Q

1° 2°
Loty e
4°

1.4 Exercicios

1.4.1 - Com o intuito de abordar os conceitos preliminares estudados nesta unidade, responda as
seguintes perguntas:
a) Qual € a relacdo entre sentenca e proposi¢ao?

b) Toda sentenca € uma proposi¢ao? E o contrario: toda proposi¢ao € uma sentenga? Por qué?
Dé exemplos.

¢) Defina, com suas proprias palavras, o valor 16gico.

d) De acordo com a légica classica, quais sdo os valores l6gicos possiveis para uma
proposicao?

e) Compare a teoria dos conjuntos, vista no ensino fundamental, com a légica cléssica
discutida nesta unidade.

f) Quais sdo os trés postulados clédssicos?
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1.4.2 - Represente as seguintes frases em linguagem natural, utilizando 16gica formal. Para cada
resposta, devem-se especificar as proposi¢des simples extraidas:

a) Jodo mede 1,78m e Maria pesa 60kg.

b) Fortaleza € capital do Maranhdo desde que Rio de Janeiro tenha mais de 250 mil
habitantes.

¢) Ontem o délar nao fechou a R$2,18 ou o indice Bovespa fechou estavel.
d) S6 irei ao clube se amanha fizer sol.

1.4.3 - Sejam as seguintes proposicoes simples:
p: “Tiradentes morreu afogado” e q: “Jaime € gatcho”.
Traduzir para linguagem natural, as seguintes proposi¢des compostas:
A)pAq
b)p—gq
c)~pvq
d)gqe~p

1.4.4 - Determinar o valor 16gico ( V ou F ) de cada uma das seguintes proposi¢des.

a) O nimero 23 € primo. e) t=3
b) Goiania € a capital de Tocantins. H3>2

¢) O numero 25 € quadrado perfeito. gmn>3

d) Todo nimero divisivel por 5 termina com 5. h) V4 =2

1.4.5 - Sejam as proposicoes:
p: O empregado foi demitido. g: O patrao indenizou o empregado.
Escreva em notacdo simbdlica, cada uma das proposicdes abaixo:

a) O empregado nao foi demitido.

b) O patrao ndo indenizou o empregado.

¢) O empregado foi demitido e o patrdo indenizou o empregado.

d) E falso que o empregado foi demitido ou o patrio indenizou o empregado.
e) O empregado foi demitido ou o patrao ndo indenizou o empregado.

f) nao € verdade que o empregado nao foi demitido.

1.4.6 - Sejam as proposicoes:
p: Rosas sdo vermelhas. q: Violetas sdo azuis. r: Cravos sdo amarelos.
Escreva em notacdo simbdlica, cada uma das proposicdes compostas abaixo:

a) Rosas sdo vermelhas e violetas sdo azuis.
b) Rosas sdo vermelhas, ou violetas sdo azuis ou os cravos sdo amarelos.
¢) Se violetas sdo azuis, entdo as rosas sao vermelhas e os cravos sdo amarelos.

d) Rosas sdo vermelhas se e somente se, as violetas ndo forem azuis e os cravos nao sao
amarelos.
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e) Rosas sdo vermelhas e, se 0s cravos nao sao amarelos entdo as violetas nao sao azuis.

1.4.7 - Sejam as proposicoes:
p: JO Soares € gordo. q: JO Soares ¢ artista. r: Paulo € cantor.
Escreva em notacdo simbdlica, cada uma das proposicdes abaixo:

a) JO Soares ndo € gordo.

b) Jo Soares ndo € artista.

¢) Nao é verdade que J6 Soares nao € gordo

d) Jo Soares € gordo ou artista.

e) Se JO Soares ndo € artista entdo Paulo néo é cantor.
f) JO Soares € artista se e somente se Paulo é cantor

1.4.8 - Sejam as proposicoes:
p: Jodo joga futebol.
q: Pedro joga ténis.
Traduzir as formulas 16gicas para o portugués.
a)pVvq b)pAaq ¢) pA~q dp—-~q
e)~pA~q f) ~~p g ~(~p A ~q) h)~pe~q

1.4.9 - Sejam as proposicoes:
p: A bola é vermelha. g: O bambolé é amarelo.

Traduzir as formulas 16gicas para o portugués.

apvq b)pagq C) pA~q
d~pAr~q €) ~~p f) ~(~p A ~q)
2 ~p <> ~q h)p—~q i) ~(~q = p)

1.4.10 - Determinar o valor 16gico (V ou F) de cada uma das proposi¢cdes compostas abaixo,
sabendo o valor légico de cada proposi¢ao simples v(p) =V e v(q) = F.

ajpvq vy p b)pAaq v p C) pA~q dpvi~pAr~q
€)~pA~q f) ~~p gp< (~p—>~q h)p<~q—p
D~pAqVvYDP JHDp—>~qVDp K)pA(~q—p) )~ A~q)p

1.4.11 - Determinar o valor 16gico (V ou F) de cada uma das proposi¢des compostas abaixo,
sabendo o valor légico de cada proposi¢do simples v(p) =V, v(q) =V e v(r) = F.

ajpvqyvr b)pAaqvr C) pA~q VvV T drv(~pA~q
e)~pA~q v 1 f)~~p gpe(~r—>~q) h)pvre~gq—-p
)~rAqQVvp Dp—>~qvp K)r v pAa(~q—p) D)~ A~q)p

1.4.12 - Construa a tabela-verdade de cada uma das seguintes proposi¢des:

a)pvqvp b)pAaqyvp C) pA~q
d)~pAr~q e) ~~p Hpv(~pAr~q
g ~pAqe~q—p h)p—~q )pA(~q—Dp)
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D~pVvre~qvr ki pAar—~q D~ A~q) > p

1.4.13 - Construir as tabelas-verdade das seguintes proposicoes:
a) ~pATr =>qV-~r b)p=>(pP—=>~1< qvr
) po>re qv~r d) prq—=>r)v(~peqVv~1)

1.4.14 - Determinar P(VF, FV, FF) em cada um dos seguintes casos:

a) P(p,q)=~(~p<q) b) P(p,q)=~pvq—p

¢) Pp.g=(pvaAr~(pArq) d) Pp.@=(pAr~qQVv(~pArq)

e) Pp.q)=~((pvA(~pv~q) f) Pp,q)=~qvpeq—~p

g Pp,)=pv@A~p—>(q—p) h P, qg=(pAr~qVv(~prq —p

1.4.15 - Sabendo que as proposicoes p, q sao verdadeiras e que as proposi¢cdes r e s sao falsas,
determinar o valor l6gico (V ou F) de cada uma das seguintes proposicoes:

a) pAq—oT b) (qvr)A(pvVvs) c)rvs—gq
d) (r>9)A(pArq) e) Q&> pAS f) pA~qvr
g p—>~(rAs) h) ~(r=>pvis—>q) ) (q—s)—>r
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2 TAUTOLOGIA, CONTINGENCIA E CONTRADICAO

2.1 Tautologia

Defini¢cdo: denomina-se tautologia a proposi¢do composta que € sempre verdadeira. Na tabela-
verdade de uma proposi¢ao tautoldgica, a ultima coluna (a direita) contém somente
V’s (verdade).

Em outros termos, tautologia € toda proposi¢do composta P (p,q.r,...) cujo valor légico € sempre
V (verdade), quaisquer que sejam os valores légicos das proposi¢des simples componentes p, g, I,

As tautologias sdo também denominadas proposi¢des tautoldgicas ou proposi¢des logicamente
verdadeiras.

Exemplo: a proposi¢do “ ~( p A ~p) “ denominado de Principio da ndo contradi¢do € tautoldgica,
conforme se vé pela tabela-verdade:

p ~p pA~p ~(pA~p)
\Y, F F \Y,
F \Y4 F \4

Portanto, dizer que uma proposi¢do nao pode ser simultaneamente verdadeira e falsa é sempre
verdadeiro.

2.2 Contradicao

Defini¢do: denomina-se contradicdo a proposicdo composta que € sempre falsa. Na tabela-
verdade de uma proposicdo contraditdria, a dltima coluna (a direita) contém somente
F’s (falsidade).

Como uma tautologia é sempre verdadeira (V), a negacdo de uma tautologia € sempre falsidade
(F), ou seja, é uma contradicao e vice-versa.

As contradi¢des sao também denominadas proposi¢des contravédlidas ou proposi¢des logicamente
falsas.

Exemplo: a proposicdo “ p <> ~p “é uma contradi¢cdo, conforme se vé pela tabela-verdade:

P ~p p<>~p
\Y F F
F \% F

2.3 Contingéncia

Definicdo: denomina-se contingéncia a proposi¢do composta que pode ser verdadeira e pode ser
falsa. Na tabela-verdade de uma proposi¢ao contigencial, a dltima coluna (a direita)
contém V’s (verdadeiros) e F’s (falsidades), cada um pelo menos uma vez.

Em outros termos, contingéncia é toda proposi¢do composta que ndo € tautologia € nem
contradicao.

As contingéncias s3o também denominadas proposi¢des contingentes ou proposi¢oes
indeterminadas.
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Exemplo: a proposicdo “ p — ~p “é uma contingéncia, conforme se v€ na tabela-verdade:

P ~p p—-~pP
\Y% F F
F \Y v

2.4 Exercicios

2.4.1 - Determinar se as proposi¢des a seguir sao tautologia, contradicdo ou contingéncia, usando
o método da Tabela-verdade.

aApA(qvr)«<>(pAaq)Vv(pAar) b)pv(paq)—p
)~(pvq)v(~pAr)e~r dpAa(pvqg)—p

2.4.2 - Determinar se as proposi¢des a seguir sao tautologia, contradicdo ou contingéncia, usando
o método da Tabela-verdade.

a) qvr & (paq)—>(pAr) b)(pvr)v(pAaq)vr
C)~pPVQETV ~PAT &S ~1 d)pargqepvqg —p
€) pPVq— QAT > ~p V ~T Hparvg—o(peq A~r
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3 EQUIVALENCIA E IMPLICACAO LOGICA.

3.1 Introducao

Diz-se que uma proposi¢cdo P implica logicamente, ou simplesmente implica, uma
proposicao Q, se Q for verdadeira todas as vezes que P também o for. Duas proposi¢des sao
consideradas logicamente equivalentes se as suas tabelas-verdade forem idénticas, em outras
palavras, diz-se que uma proposi¢do P € equivalente a uma proposi¢ao Q, se as tabelas-verdade
de P e Q sdo idénticas. Outra alternativa € substituir as relacdes de implicacdo (=) pela
condicional (—) e de equivaléncia (<) pela bicondicional (<) e verificar se € tautoldgica, ou
seja, sempre verdadeiro. Nesse caso, pode-se afirmar que existe a relagdo entre as proposi¢oes
envolvidas.

Neste momento, vale destacar que as implicacdes e equivaléncias podem ser
demonstradas por meio de tabelas-verdade ou por outros métodos, como deducdo e indugdo.
Nesta aula, serdo utilizadas tabelas-verdade, enquanto que, na préxima unidade serdo utilizadas
as regras da algebra das proposicdes para demonstrar equivaléncia e implicagdo l6gica por
método dedutivo.

3.2 Conceito de implicac¢ao logica

O estudo da implicagdo logica é de grande relevancia na légica. As implicagdes logicas
que serao tratadas levardo em conta a condicional como implica¢do material.

O simbolo “—” representa uma operacao entre duas proposi¢des, resultando uma nova
proposic¢do. O simbolo “=" indica apenas uma relacao entre duas proposi¢des dadas.

Definicdo: Diz-se que uma proposi¢ao P(p, q, ...) implica logicamente uma proposi¢ao Q(p, q,
...), se Q é verdadeira (V) todas as vezes que P € verdadeira (V).

Pode-se dizer Diz-se que uma proposi¢do p implica logicamente uma proposi¢ao q
quando, em suas tabelas-verdade, ndo ocorre “VF” nesta ordem.

3.3 Propriedades da implicacao logica: reflexiva e transitiva
Sao:

a) A condicdo necessdria e suficiente para que uma implicacdo p = q seja verdadeira é
que uma condicional p — q seja uma tautologia;

b) Propriedade reflexiva (R): p = p;

c) Propriedade transitiva (T): Sep=>q eq=>r,entiop = r.

3.4 Demonstracao de implicacio logica, comparando-se tabelas-verdade

verificar sep =>q — p

P q q—p
\Y% A% \Y%
v F v
F A% F
F F \Y%
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Comparando os valores l6gicos da coluna p com os valores 16gicos da coluna q — p,
verificamos que ndo ocorre “VF” em nenhuma linha, logo p = q — p é uma relagdo valida.

3.5 Demonstracao de implicacao logica, substituindo-se a relacio pelo conectivo

verificar sep =>q — p

p q q—p P—=q9—p
\Y% \Y% \Y% \Y%
\Y% F \Y% \Y%
F \Y% F \Y%
F F \Y% \Y%
Como a coluna de resultado final da tabela-verdade é uma Tautologia, entdo a relagdo €

verdadeira.

3.6 Implicacio entre Sentencas Abertas

Diz-se que uma sentenca aberta implica uma outra sentenca aberta quando o conjunto-
verdade de uma delas estd contido no conjunto-verdade da outra.

3.6.1 - Exemplo: Julgar a sentencax-3=0= =9

Resolucao:
Determinando o conjunto-verdade da primeira sentenca aberta:
x-3=0
temos que x =3
logo, Vi={3}
Determinando o conjunto-verdade da segunda sentenga aberta:
x*=9
x=%3

logo, Vo, ={-3,3}

Podemos observarque { 3 } < { -3,3 }

Portanto, podemos dizer que a implicacdo € verdadeira,
logo a sentencax-3=0= x> = 9 estd correta

3.7 Propriedades das Implicacbes Logicas
Sao:

a) A condi¢do necessdria e suficiente para que uma implicagdo p = q seja verdadeira € que
uma condicional p — ¢ seja uma tautologia;

b) Propriedade reflexiva: p = p;

c) Propriedade transitiva: Sep =>q e q=r, entdo p = r.

3.8 Implicacoes Notaveis
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Estas implicacdes sdo consideradas notdveis (ou cléssicas), pois sdo argumentos validos
fundamentais, usados para fazer “inferéncias”, isto é, executar os “passos” de uma
demonstracdo ou de uma deducdo. Também chamadas de Regras de Inferéncia.

3.8.1 - Adicao

p=pPVv(q

q=pVvq

organizando a tabela-verdade tem-se que:
p q pvq p q pvq
vV LV ~ \Y% \% V: L \%
vV L_E ~ A\ \Y% F A\
F \Y% A% F Vu:::> \Y%
F F F F F F

Nao ha “VF”, logop=pvVvq Nao ha “VF”,logoq=pvq

3.8.2 - Conjuncao
PAq=Pp e pArq=(q

9AP=P € qAP=4( Provar, usando tabela-verdade
3.8.3 - Simplificacao as outras propriedades

pPAqQ=Dp
PAq=(

3.8.4 - Simplificacao Disjuntiva
PvaArlpv~q =p

3.8.5 - Absorc¢ao
p=>q=p—=>(PArq

3.8.6 - Regra Modus Ponens
(p—=>PArp=q

3.8.7 - Regra Modus Tollens
(P=>PAr~q=-~p

3.8.8 - Regra do Silogismo Disjuntivo
PvdAr~p=¢q
PVvaYPA~q=p

3.8.9 - Silogismo Hipotético
P=PAr@=>1n=p—r

3.8.10 - Dilema Construtivo
(P=>PAT—=>)A(pVvr)=>qVs

3.8.11 - Dilema Destrutivo
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(P>PAT—>8)A(~pV~S))=>~pV-~rT

3.9 Teorema Contra-Reciproco

z

A proposicao “p(x) = q(x) é verdadeira se, e somente se “~q(x) = ~p(x)” é verdadeira.
Assim, afirmar “Se p, entao q”” ¢ o mesmo que afirmar “se ~q, entdo ~p”. Portanto, “p(x) =
q(x)” € equivalente a “~q(x) = ~p(X)”.

Exemplo: A sentenca “Se comeu, entdo matou a fome” € equivalente a “Se ndo matou a fome,
entao nao comeu’.

3.10 Relaciao Entre Implicacoes
a) ImplicacOes reciprocas
p=qeq=p

Duas proposigdes reciprocas ndo sao logicamente equivalentes, uma pode ser verdadeira
sem que a outra o seja.

b) ImplicacOes Inversas
p=qc~p=~q

Duas proposicdes inversas ndo sdo logicamente equivalentes, uma pode ser verdadeira
sem que a outra o seja.

¢) Implica¢des Contrapositivas
p=qe¢~q=-~p

Duas proposicdes contrapositivas sdo logicamente equivalentes, sempre que uma &
verdadeira, a outra também sera.

3.11 Equivalencias entre Implicac6es
a p=>q&~q=-~p
b) p=q&~(pAa~q
) p=>qe-~pvq

3.12 Conceito de equivaléncia logica

O simbolo “<>” representa uma operacao entre duas proposi¢des, resultando uma nova
proposicao. O simbolo “<” indica apenas uma relacao entre duas proposi¢des dadas.

Definicdo: Diz-se que uma proposi¢ao P(p, q, ...) é logicamente equivalente a uma proposicao
Q(p, q, ...), se as tabelas-verdade destas duas proposi¢des sdo idénticas.

3.13 Propriedades da equivaléncia logica: reflexiva, simétrica e transitiva

a) A condi¢do necessdria e suficiente para que uma eqiiivaléncia p < q seja verdadeira é
que a bicondicional p <> q seja uma tautologia;
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¢) Propriedade Simétrica (S): Se p & q, entdo q < p.

d) Propriedade Transitiva (T): Sep<q eq & r,entiop & r.

3.14 Demonstracao de equivaléncia légica, comparando-se tabelas-verdade

Dadas as proposi¢des p — q € ~p V q, a relac@o de equivaléncia logica entre elas € denotada
por p — q < ~p Vv q. Podem-se mostrar as tabelas-verdade:

P q P—4q
v \Y \Y
\Y% F F
F A% \Y
F F \Y

Como as tabelas-verdade possuem resultados iguais, logo a relagdo € verdadeira.

p qg | ~p |~pvq
V| V| F \
V | F F F
F | V|V \
F F | V \

3.15 Demonstracao de equivaléncia légica, substituindo-se a relacao pelo conectivo

Dadas as proposi¢cdes p — q € ~p V q, a relacdo de equivaléncia légica entre elas € denotada

porp—q&< ~pVvq.

Podemos mostrar na tabela-verdade:

p 9 |p~>q| P |~pvq| (p=>g<(-pVvQ)
\% \Y \Y F \Y \%
\Y F F F F \Y
F \% \% \% \% \Y
F F \Y \Y \Y \%

Como o resultado final da tabela-verdade é uma Tautologia, logo a relagdo € verdadeira.

3.16 Equivalencia entre Sentencas Abertas

Diz-se que uma sentenca aberta é equivalente a uma outra sentenca aberta quando o conjunto-
verdade da primeira sentenca estd contido no conjunto-verdade da segunda e o conjunto-
verdade do segunda estd contido no conjunto-verdade da primeira. Eqiiivale dizer que os
conjuntos-verdade sdo iguais.

Exemplo: Julgar asentenca2x +3=x+5&7x-3=5x+1

Resolucgio:

Determinando o conjunto-verdade da primeira sentenga aberta:

2X+3=x+5

temos que x =2

logo, Vi={2}
Determinando o conjunto-verdade da segunda sentenga aberta:
7x-3=5x+1

XxX=2
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logo, Vo ={2}

Podemos observar que vi C vo e vo C vy, logo Vi = V,.
Portanto, podemos dizer que a eqiiivaléncia € verdadeira,
logo a sentenga 2x + 3 =x+ 5 & 7x - 3 = 5x + 1 estd correta.

3.17 Propriedades das Equivaléncias Légicas
Sdo:

1) A condicdo necessdria e suficiente para que uma eqiiivaléncia p < ( seja verdadeira é
que a bicondicional p <> q seja uma tautologia;

2) Propriedade Reflexiva: p & p;
3) Propriedade Simétrica: Se p & (, entdo q & p.

4) Propriedade Transitiva: Sep& q eq&r,entiop < r.

3.18 Equivaléncias Notaveis

3.18.1 - Dupla Negacao

~~p =P
P ~p ~~p
A% F A%
F \Y% F

Observe que os valores 16gicos das colunas p e ~~p sdo iguais. Logo a Dupla Negacdo
equivale a afirmacao.

3.18.2 - Leis Idempotentes
PAPSDP

pvpep Provar, usando tabela-verdade
3.18.3 - Leis Comutativas as outras propriedades

PAQEgAp
pvqeqvp
3.18.4 -Leis Associativas
PA@AD) S (PAQ AT
pvivne(pvovr
3.18.5 - Leis de DeMorgan
~PpArQ S ~pV~q
~pVva e ~par~q
3.18.6 - Leis Distributivas
pAr(@vr) e (PAaqVv(pAr)
pv@Aan e @@vgAlpvr)
3.18.7 - Condicionais
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Das proposi¢des:

1) p — q (condicional)

ii) q — p (reciproca da condicional)

i) ~q — ~p (contrapositivo)

iv) ~p — ~q (reciproca do contrapositivo)

resultam as duas equivaléncia:
P—>q<=~q—>~p
q—2p=~pP—>~q

3.18.8 - Bicondicionais

peoqe@P—o>9A@—p)

p q peq pP—q q—>p Pp>9Ar(@—>p)
\Y% \% \% \% \% \Y%
\Y% F F F \Y% F
F \% F \% F F
F F \Y% \Y% \Y% \Y%

iguais, logo equivM

Para discutir algumas regras que podem ser aplicadas em proposi¢cdes compostas com o
intuito de provar relacdes de implicacdo e equivaléncia 16gica, ou mesmo para simplificar uma
estrutura de argumentagdo muito complexa. As propriedades aqui discutidas serdo novamente
apresentadas em Algebra Booleana.

3.19 Algebra das proposicoes.

Algumas propriedades sdo vélidas tanto para conjun¢do como para disjun¢do, enquanto
que outras sdo validas somente a uma delas, ou em situacdes em que ambas sdo envolvidas. O
quadro abaixo apresenta as propriedades validas tanto para disjun¢do como para conjungao.

Disjuncio Conjuncio Propriedade
pPAPESD pvpep Idempotente
PAQEqAD pvgqeqvp Comutativa
PApArespAa(@Aar) (pvp vrepv(qvr Associativa
pAtES p parfef pvte t pvie p Identidade

Destaca-se que, na propriedade da Identidade, tem-se sempre um elemento considerado
neutro, pois ndo influencia na decisdo final da proposicdo, e um elemento absorvente, que por si
s0, define o resultado final da proposi¢ao composta.

Dentre as propriedades que sdo aplicadas a proposi¢do que contém tanto conjun¢do como
disjuncdo, encontram-se a distributiva, a de absor¢do e as famosas regras de De Morgan,
apresentadas no quadro abaixo.
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Distributiva Absorc¢ao De Morgan
pAr@vne (A VvI(pAT pAa(pvq ©p ~pAqQ) & ~pVv~q
pvi@gAane vy Aa(vr) pvipArq ©p ~pvqg e ~pA~q

3.20 Exercicios

3.20.1 - Verifique se existe implicacdo ldgica entre as proposi¢cdes compostas P(p,qr,...) €
Q(p,q.1,...), ou seja, se P(p,q,r,...) = Q(p,q.r,...), usando o método indicado na letra. Para cada
letra, deve-se indicar se existe ou ndo implicacdo l6gica e justificar.

a) Construindo a tabela-verdade, e comparando uma proposi¢do com a outra:

P(p,q.1...) =q Q(p,q.1,...) =pVvq<>p

b) Construindo a tabela-verdade, e avaliando se a condicional <> € tautoldgica:

P(p,q,r,..)=(p—>q)Aq eQ(p,q.r,.)=~p

3.20.2 - Verifique se existe equivaléncia légica entre as proposi¢des compostas P(p,q.r,...) €
Q(p,q.1,...), ou seja, se P(p,q.r,...) & Q(p,q.r....), usando o método indicado na letra. Para cada
letra, deve-se indicar se existe ou nao equivaléncia légica e justificar.

a) Construindo a tabela-verdade, e comparando uma proposi¢do com a outra:
P(p.qr..)=pvq e QpPq.r.)=(p—=>q)—=>p

b) Construindo a tabela-verdade, e avaliando se a bi-condicional <> € tautolégica:
P(p.q.r..)=pArq e Q.qr..)=(pva)A~({PArq)

3.20.3 - Julgar cada uma das seguintes proposicoes (dizer se sdo verdadeiras ou falsas as
relagdes):
a) ~p A ~p = ~p b)~pv ~(pvq)=pvq
) (pA~q)V(pA~q)=pA~q d(p—=>q)vr=(pA~r)—=>(qAar)
e)(p=>-~1)Aa(q=>~p)=r—=>(pvq) DH(p=>q)=>r=(par-~1)—>~q

3.20.4 - Julgar cada uma das seguintes proposicoes (dizer se sdo verdadeiras ou falsas as
relagdes):
a) ~pA~p & ~p b)~pv ~(pvq)&=pvq
A(pAr~q)Vv(pAr~q)&pAa~q d(p—=>q)vre(pa~r)=>(qAar)
e)(p=>-~1)A(q=>~p)=r—=>(pvq) DH(p=>q)=>re(pa~r)—-~q

3.20.5 - Considere as proposicoes: p, q, 1, s dadas por:
p:5=8 q:4<5 r:9>7 s:8< 10
e diga se sdo verdadeiras ou falsas as relacOes abaixo:

Arss b)reqvs C)~p&svr
dpeq e)~r(qA~s) H~re(sv~q)
gp=q hy~r=qvs )~r=svr
D(p—=>p)=(qAar) k)~r=(qa~s) D~r=(sv~q)
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3.20.6 - Considere as proposicoes: p, q, 1, s dadas por:
p:7+2=9 q: (7+2) =81 r:2=1 s:0%°=2
e dé o valor 16gico (verdadeiro ou falso) das relacdes abaixo:

Ares bregq c)~p&s
dpegq e)~re=(qAa~s) HH~re(sv~q)
gp=9q h)y~r=q )~r=s
D(p—=p)=(qAar) k)~r=(qa~s) D~r=(sv~q)

3.20.7 - Usando as equivaléncias tautoldgicas, mostrar que as proposicdes abaixo podem ser
escritas usando os conectivos A, Vv e ~. Depois simplifique as expressdes 0 maximo possiveis.

a)(r—>(q—p) b)gvr—(q—p) )pAr—>(qQ—r)
dxAq —>(-~q—p) e)(pArq = (pAr~q) DA —=>WqAp) —r1)
g~(pArq)—p h(parq)—>r—>(pvr) HD~(parq)—>(pAq)

3.20.8 - Usando as equivaléncias tautoldgicas, mostrar que as proposicdes abaixo podem ser
escritas usando os conectivos: v e ~. Depois simplifique as expressdes 0 maximo possiveis.

a)(ranq)—>(Q@—p) b)(pAq) —p c)(pAr)—=>((qAp) —1)
d)(Tr—>(@—p e)qvr—(q—p) Hpar—(@—r

3.20.9 - Usando as equivaléncias tautoldgicas, simplificar as proposi¢des abaixo:

aA)(~PAgQAT)=>(~pV~Qq) b)(pAq) —>pVvp prqg —{qAap) —
r)
d~(prgq)v~p—>(~pVvq) e)(pArq) —(q—p) HDpAa(~pvqg)=pA
q
g (parq)—>r—>(pvr) h) ~(pAaq)—p D~(pArq)—>(pAq)
D(pArg)—>(pAar)—>(PVQq)) K)~(pAr)—=(r = (qAar))
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4  METODOS PARA DETERMINACAO DA VALIDADE DE FORMULAS

Sao métodos usados para determinar ou verificar se a formula l6gica proposicional € valida
ou quais os valores légicos apresentados.

4.1 Meétodo da Tabela-Verdade

O método da Tabela-verdade € o método da for¢a bruta utilizado na determinagdo da validade
de férmulas da l6gica proposicional. No método da tabela-verdade sdo consideradas todas as
possibilidades de valores de verdade associados a esses simbolos proposicionais. Na coluna
de resultado, observamos uma das trés solucdes: Tautologia, Contradi¢dao ou Contingéncia.

4.2 Arvore Semantica

Defini¢do 1: Uma arvore é um conjunto de nés ou vértices ligados por arestas ou ramos,
conforme € indicado na figura abaixo. Os nds sdo rotulados por nimeros inteiros, € 0s nds
finais (na figura: 2, 6, 7 e 5) sdo denominados de folhas.

Definicao 2: Uma arvore semantica é uma arvore na qual os vértices internos representam
proposi¢des, as arestas representam os valores légicos de uma proposicdo e as folhas
representam os resultados finais e que serve para determinar a validade de uma férmula (ou
proposic¢do) a partir da estrutura de dados do tipo arvore.

4.2.1 - Exemplos:

1) Dada a proposi¢do “p v q”, determinar se a proposicdo € tautologia, contradi¢do ou
contingéncia.

m < | < <)<

i< <o
mi<|m|<|e

portanto, € uma contingéncia.
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2) Dada a proposicao “p v ~ (p A q )”, determinar se a proposicao € tautologia, contradi¢dao ou
contingéncia.

n62: pv ~(p A q)
? ? v
n63: p v ~(p A Q)
? ? F
F
Vv
'
n65 p v ~(p~Aq)
F F Vv
F
Vv
v

CONCLUSAO: como todas as folhas tem valor légico V (verdade), entdo a férmula

proposicional € tautologia.

3) Dada a proposi¢do “p v (p A ~ q )”, determinar se a proposicao € tautologia, contradi¢ao ou

contingéncia.
1
v(p)=V v(p)=F
2 3
Vv F

n62: p v (p A~q)
Vv Vv ?
Vv ?
Vv
no 3: p v (p A ~q)
F F ?
F F
F

CONCLUSAO: Como aparecem V e F, logo temos uma contingéncia.

4.3 Negacao ou Absurdo

Neste método, considera-se inicialmente a negacdo daquilo que pretende-se demonstrar.
Assim, dada uma férmula proposicional, para demonstrar a sua validade (tautologia), supde-
se que a férmula ndo é uma tautologia. A partir desta suposicao, deve-se utilizar um conjunto
de dedugdes corretas e concluir um fato contraditério ou absurdo.

Como o resultado € um absurdo, conclui-se que a suposi¢do inicial é falsa. Em outras
palavras, se a suposic¢do inicial diz que a férmula nao é uma tautologia, deve-se concluir apds
obter o absurdo que a ndao validade da férmula é um absurdo, logo a férmula é uma

tautologia.
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Validade Supor Ocorréncia
Tautologia F Absurdo
Contradi¢ao \" Absurdo
Contingéncia VeF Nao ocorrer nenhum Absurdo

4.3.1 - Exemplos:

1) Demonstracao de uma tautologia: pv ~(pAq)

z

p v ~(p ~ Qq) a negago da tautologia € “F”

F —
F F

E absurdo, pois a proposi¢do p nio
\ Vv pode ser “V” e “F’” a0 mesmo tempo!

Como o valor 16gico de p € “V” e “F” a0 mesmo tempo, ocorreu um absurdo, entdo a férmula é
uma tautologia.

Pode-se provar pela tabela verdade que:

P | d]| pAg ~(prQg pv~(PAq)
V|V \Y F \Y
V | F F \% \%
F |V F \Y% \Y
F | F F \Y% \Y

2) Demonstracao de uma contradi¢do: p <> ~p

p < ~Pp
\Y < I anegacao da contradigdo é “V”
temos duas possibilidades:
ap < ~ p b) p & ~ p
Vv \Y
\% \% F F E absurdo, pois a

proposi¢do p nao pode
Ser 66V’7 e 66F7’ ao

\Y F F \Y

Como ocorreu absurdo nas duas possibilidades, podemos concluir que a formula ¢é
contraditdria.

Pode-se provar pela tabela verdade que é contradigdo.
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3) Demonstracao de uma tautologia: (p > q ) <> (~p = ~q)

(p—>aq)e(~p—>~q)

F < | anegacdo da tautologia é “F”
Temos duas possibilidades
a) (p—=q)e(~p—>~q) b) (pP—q)e(~p—>~q)
F F

Encontrado
F eV ———————1 osvaloresde F \Y
peq. Agora
v levando-os v V\_\

para o outro

lado da Pode-se observar que o
expressao. valor esperado é “V” e

¢ igual ao encontrado.

Como nao ocorreu nenhum absurdo, podemos concluir que a férmula ndo é uma tautologia, e
nada além disto pode ser afirmado.

Usando a tabela-verdade, podemos comprovar o resultado:

Plda|p—>q| ~P | ~q | ~p—>~q | (p>q)e(~p—>~q)
V|V \% F F \% \%
V | F F F \% \% \%
F |V \% \% F F F
F | F \% \% \% \% \%

Como podemos ver, a formula € uma contingéncia.

4.4 Exercicios:

4.4.1 - Determinar, usando arvore semantica, quais das proposi¢des abaixo sdo tautologia,
contradicdo ou contingéncia.

a) (pv(pArq))<p

b) (~pA~q)v(p—q)

o (pv~q)=>(p—=>r)vq)

d) (~pv~q)e=(pArq)

e) pv(~p<q)

fy (~pvg)e(p—q)
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4.4.2 - Determinar, usando 4drvore semantica, a validade da relacdo abaixo:

a) pAqQ—oD

b) (pAq)—>(pAr~q)
C) ~pA~p<>~p

d ~(~(pvq)epvg
e) pvqep

4.4.3 - Demonstrar, usando o método da negacdo ou absurdo que a férmula é uma contradicao.
a) (~-pv~q)<(pAq)
b) pv(~p<q)
o ~(p—>q)—>(p—q)vr))
d) (~pvq)e(p—q)
e) (pv(pAaq))<p
fy (~-pAr~q)v(p—>q)

4.4.4 - Demonstrar, usando o método da negagdo ou absurdo que a férmula é uma tautologia.
a) (pAar)—=>(~qvr)
b) (p—=g)Aa(gq—=r))—=>(p—or)
¢) (~pvq)e(p—q)

4.4.5 - Usando o método da negacdo ou absurdo para mostrar que as proposicdes sao uma
tautologia, contradi¢do ou contingéncia.

a) (pv(pAaq))<p

b) p=>(p—=>(qa~p))

) (pegvr—>(po>qvr

d (p=>q)=>(pvr)e(qgar))

4.4.6 - Determinar se as proposi¢des a seguir sao tautologia, contradicdo ou contingéncia, usando
os seguintes métodos: Tabela-verdade, Arvore semantica e Negacao ou absurdo.

a)~(pAqQ —>~pVv~q b)(p—>qvrAq—>rvp
peqgvp—q D~Pp—>9d—>PAr~q
e)~(pAqQ <> ~(~pArQ HpAa(pvqg)—p

4.4.7 - Verificar se as proposi¢des sdo tautologia, contradicio ou contingéncia usando os
métodos: tabela-verdade, arvore semantica e Negagdo ou absurdo.

a)~(pArq e ~pVv~q b)~(pvq—>~pAr~q
)~(@Ap)vqge~(pAagvr dpegvro>(p—o>qvr
e)(p—>~1)A(q—>~p)e>r—>(pVvq) H(p—>q)>r—>(pa-~r)—>~q
~(pArqQe~(~pAarq) hy~p—->9—>pPar~q)
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5 ALGEBRA BOOLEANA

O matemético inglés George Boole (1815-1864) desenvolveu a dlgebra booleana em
1854. Boole estava interessado em regras “algébricas” para o raciocinio 16gico, semelhante as
regras algébricas para o raciocinio numérico. E uma maneira formal para escrever e manipular
proposig¢des 16gicas como se fosse uma férmula algébrica. Em 1938, Claude Shannon demonstra
a aplicacdo da dlgebra booleana na andlise de circuitos a relés.

A dlgebra booleana, também conhecida como Algebra de Boole, determina regras
algébricas para o raciocinio 16gico assim como existem regras para o raciocinio numérico. Em
outras palavras, a dlgebra booleana € uma maneira de se utilizar técnicas algébricas para lidar
com expressoes logicas. Essas regras capturam o funcionamento das operagdes logicas E (AND),
OU (OR) e NAO (NOT), bem como das operacdes da teoria de conjuntos: soma, produto e
complemento. Na Matemadtica e na Ciéncia da Computagdo, a dlgebra booleana € o fundamento
da matemdtica computacional, baseada em nudmeros bindrios. Com a dalgebra booleana,
introduziu-se o conceito de portas 16gicas que sé processam dois tipos de entradas - verdade ou
falsidade, sim ou nao, aberto ou fechado, um ou zero. Atualmente, todos os computadores usam a
Algebra de Boole na construgdo de circuitos digitais que contém combinagdes de portas légicas
que produzem os resultados das operacdes utilizando 16gica bindria.

5.1 Conceitos preliminares.

A Algebra booleana é definida como sendo um sistema que opera com fungdes booleanas
aplicadas a varidveis de entradas. Essas varidveis podem receber somente dois valores possiveis:
1 ou 0, aberto ou fechado, sim ou ndo. Entre as operacdes bdsicas estdo a adi¢do logica, ou
operacdo OR, com o simbolo (+), a multiplica¢do 16gica, ou operacio AND, com o simbolo (.) e
finalmente, a complementacdo légica, ou operacdo NOT, que tem como simbolo uma barra
sobreposta ou o ‘ (apdstrofo simples).

5.1.1 — Variaveis e Expressoes na Algebra de Boole

As varidveis booleanas, que sao representadas através de letras, podem assumir apenas
dois valores: 0 e 1. Expressdo booleana é uma expressio matemdtica cujas varidveis sdo
booleanas e seu resultado assumira apenas dois valores: O e 1.

5.1.2 — Postulados
a) Postulado da Complementacao

Chama-se de A’ o complemento de A. Dizemos “A BARRA”. Poder ser: A~

1) scsA=0entio A’ =1

i) seA=1lentdio A’ =0

através do postulado da complementagao, pode-se estabelecer a identidade: A’ = A
b) Postulado da Adicao

D) 0+0=0 Lembrar que: p v q
W 0+1=1
1ii) 1+0=1
V) 1+1=1

através deste postulado, pode-se estabelecer as seguintes identidades:
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) A+0=A

i) A+l1=1
¢) Postulado da Multiplicacao
i) 0e0=0
ii) 0e1=0
iii) 1¢0=0
iv) lel=1

através deste postulado, pode-se estabelecer as seguintes identidades:
iii) AeA=A
iv) AeA’ =0

)  Ae0=0
i) Ael=A

5.2 Teoremas da Algebra de Boole.

5.2.1 - Introducao

Na dlgebra de Boole, estdo definidas as operacdes bindrias (+) e (.), € uma operacdo
unitaria ( ¢ ), e os elementos 0 e 1. Baseado nisso, foram criados diversos teoremas em que, dada
uma funcdo booleana, pode-se alterd-la (na maioria das vezes buscando simplifica-la), sem perder
o seu valor 16gico. Ou seja, uma mesma expressao booleana pode ser escrita de diversas formas
sem que seja perdido o sentido desta. Por exemplo, a expressao “A” € igual as expressoes “A +
A.B” ou “A.B + A.B’” ou ainda “(A + B).(A + B’)”. Com isso, dada uma expressao booleana,
pode-se aplicar diversos teoremas a ela, alterando sua estrutura, mas sem alterar o valor 16gico

1i1) A+A=A
iv) A+A =1

Lembrar que: p A q

dela. Estes teoremas foram apresentados na dlgebra das proposi¢des com o mesmo intuito:

mostrar como duas proposicdes compostas, apesar de estruturalmente diferentes, sdo logicamente

equivalentes. Neste top

ico tem-se:

e Teoremas da dlgebra de Boole.

e Utilizacdo dos teoremas da dlgebra de Boole para verificar a equivaléncia de duas
expressdes booleanas.

e Utilizagdo dos teoremas da dlgebra de Boole para simplificar expressdes booleanas

complexas.

5.2.2 — Condicoes

a) Neste primeiro momento, serdo usados os operadores:

Légica Booleana | Ldgica Proposicional | conectivo | Exemplo Booleano | Exemplo Proposicional
. A E peq pAg
+ \% ou p+dg pvq
—ou’ ~ NAO (p+q) ~(pvaq)

b) 1+ 1= 1, visto que ndo existe o 2 na légica booleana.

Define-se, por convengdo que 1 + 1 = 1, porque em l6gica booleana o 1 corresponde a V
(verdade) e como o valor 16gico de V v V € V no célculo preposicional, entdo temos 1

como resultado.
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c) As regras para formar expressdes validas em dlgebra booleana sdo as mesmas para formar
férmulas l16gicas no célculo proposicional:

1) Uma varidvel € uma expressao booleana: p;

ii) Se p é uma expressao booleana, entdo também € o p’;

1ii) Se p e q sdo expressdes booleanas, entdo também sioop e qep + q;
iv) Se p é uma expressao booleana, entdo também é o (p ).

d) As regras esquerda-para-direita e a precedéncia dos operadores para avaliacio de férmulas
l6gicas também se aplicam as expressdes booleanas, assim:

() maior precedéncia

+ menor precedéncia
e) Em édlgebra booleana, quando duas expressdes sido equivalentes, usamos o sinal de igualdade
para representar. Exemplo:
peq+per+q er=peq+q er

isto afirma que os valores de ambos os lados da equagdo sdo iguais para todos os possiveis
valores das varidveis. Provando a igualdade das expressoes, temos:

P | Q| T Q| peq | per | e | peq+per | peq+per+qer | peq+qer
00|01 0 0 0 0 0 0
00|11 0 0 1 0 1 1
ol1/0|0] O 0 0 0 0 0
ol1|1|0] o0 0 0 0 0 0
1]10]0]1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1 0 1 1 1

5.2.3 - Propriedades

Uma 4lgebra de Boole é um conjunto S no qual estdo definidos duas operagdes bindrias (
+ e ® ) e uma operacao undria (), e que contém dois elementos distintos (0 e 1), tais que as suas
propriedades sdo validas, quaisquer que sejam A, B, C pertencentes a S.

a) Propriedade Comutativa
i) A + B =B + A (Adicdo)
ii) A o B =B e A (multiplicacdo)
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Usando a tabela-verdade para mostrar a validade:

A B A+B B+A
1 1 1 1
1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0

b) Propriedade Associativa

i)
ii)

¢) Propriedade Distributiva

Ae(B+C)=AeB+AeC

5.2.4 — Teoremas de De Morgan

Légica Matematica e Computacional

A | B AeB BeA
1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

A+(B+C)=(A+B)+C (adigdo)
Ae(BeC)=(Ae*B)eC (multiplicacdo)

i) 1° Teorema: O complemento do produto € igual a soma dos complementos.
(AeByY=A"+PB’
i1) 2° Teorema: O complemento da soma € igual ao produto dos complementos.

(A+B)y=A"eB’

5.2.5 — Identidades Auxiliares

a) A+AeB=A
b) A+A’*B=A+B
c) (A+B)*(A+C)=A+BeC

A B AeB A+AeB A B A’ A’eB [A+A’eB| A+B
1 1 1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0

5.2.6 - Tabela com as propriedades da Algebra de Boole

PROPRIEDADES DA ALGEBRA DE BOOLE
Comutativa: A+B=B+A AeB=BeA P. Adigao P. Multiplicagéo
Associativa: A+(B+C)=(A+B)+C Ae(BeC)=(AeB)eC A+0=A Ae0=0
Distributiva: Ae(B+C)=AeB+AeC A+1=1 Aei1=A
Teorema de DeMorgan:  (AeB) = A"+ B’ (A+B) = A eB’ A+A=A AeA=A
Identidades Auxiliares A+AeB=A A+A=1 AeA =0
A+AeB=A+B (A+B)e(A+C)=A+BeC |Postulado da Complementagigo A=0->A=1 |A=1->A=0
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5.3 Métodos para minimizacao de funcoes: Método Algébrico e Mapa de Karnaugh.

5.3.1 — Método Algébrico

Uma funcdo booleana qualquer pode ser representada por mais de uma expressdao

booleana. Para reduzir uma expressao booleana em uma outra equivalente mais simples devemos
usar as propriedades da dlgebra de Boole, ja que elas expressam a equivaléncia de expressoes
booleanas. Portanto, usando os conceitos de dlgebra de Boole pode-se simplificar expressoes
l6gicas.

5.3.2 — Exemplos de resolucao pelo método algébrico:

A seguir exemplos de resolu¢do pelo método algébrico.

1)

2)

3)

Simplificar a expressdo: S=A’eB’ + A’e B
usando a propriedade distributiva:
S=A"e¢(B’+B)

usando a identidade da adi¢do: X’ + X = 1, temos:

S=A’e]
pela identidade da multiplicagdo: X ® 1 = X, temos:
S=A

Simplificar a expressdao: S=(A+B+C)e(A’+B +C)
usando a propriedade distributiva, temos:
S=AeA’+AeB ' +AeC+A’*B+BeB " +BeC+A’eC+B eC+CeC
do identidade da multiplicacdo: X ® X’ = 0, temos:

S=AeB +AeC+A’eB+BeC+A’eC+B’eC+CeC
do identidade da multiplicagdo: X ® X = X, temos:
S=AeB " +AeC+A’eB+BeC+A’eC+B eC+C
colocando C em evidencia (propriedade distributiva), temos:
S=AeB +Ce(A+B+A+B’+1)+A’*B

usando a identidade da adi¢do: X + X’=1e X + 1 =1, temos:
S=AeB +Cel+A’eB

usando a identidade da multiplicagdo: X ® 1 = X, temos:
S=AeB’+C+A’*B

portanto:

S=(A+B+C)e(A’+B’+C) =AeB " +C+A’*B

Provar que a expressdao (A + B)® (A + C)=A + B ¢ C ¢ vilida:

Vamos desenvolver o lado esquerdo, logo: (A + B) ® (A +C)

Usando a propriedade distributiva: AeA+AeB+AeC+BeC

Usando a identidade da multiplicacdo X ¢ X =X, temos: A+ AeB+AeC+BeC
Usando a Propriedade distributiva: Ae(1+B+C)+BeC

Usando a identidade dasoma X + 1 =1, temos: Ae(1)+BeC

Usando a identidade da multiplicacdo X ® 1 = X, temos: A+ B e C

que € a expressao procurada, logo: (A +B)e (A+C)=A+ B e C ¢ vilida.
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4)

5)
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Dada a expressioS=AeBeC+ AeC’ + AeB’, simplifici-la.

colocando A em evidencia (p. distributiva), temos:
S=Ae(BeC+C +B)

aplicando a propriedade associativa, temos:
S=Ae(BeC+(C+B"))

aplicando a identidade: X’ > = X, temos:
S=Ae(BeC+(C+B’) )

aplicando o 2° teorema de DeMorgan, temos:
S=Ae(BeC+(C ‘eB )

aplicando a identidade: X’ ‘ = X, temos:
S=Ae(BeC+(CeB)")

usando a propriedade comutativa, temos:
S=Ae(BeC+(BeC)")

chamando BeCde Y,logo(BeC) ‘=Y"
S=Ae(Y+Y)

pela identidade da adi¢do: X + X’ = 1, temos:
S=Ae]

pela identidade da multiplicagdo: X ® 1 = X, logo:
S=A

portanto, S=AeBeC+Ae(C +AeB =A

Usando as propriedades da Algebra de Boole, provar que a expressio

(A+B) ¢(A’+C) =A e C + A’ e B¢ vilida, indicando a propriedade usada em cada

passagem.
(A+B) e(A’+C) =AeC+A’eB
Distributiva
AeA’+AeC+A’eB+Be(C
Identidade da Multiplicagao: X ¢ X’ =0
AeC+A’eB+Be(C
Identidade da Soma: 1 =X + X’
AeC+A’eB+BeCe(A+A)
Distributiva
AeC+A’eB+AeBeC+A’eBe(C
Distributiva
AeCe(1+B) +A’eBe(1+C)
Identidade da Soma: 1 + X =1
AeCe | +A’eBe]
Identidade da Multiplicagdo: X ® 1 =X
AeC+A’eB

Prof. Walteno Martins Parreira Junior

Pagina 38



Légica Matematica e Computacional

5.3.3 — Mapa de Veitch-Karnaugh

Simplifica-se expressdes booleanas usando as propriedades, postulados e identidades da
algebra de Boole, no entanto ndo hd um conjunto de procedimentos a serem seguidos, funciona
por tentativa e erro, cada solucdo € diferente da anterior. Uma opg¢ao de simplificacdo € através
dos Mapas de Veitch-Karnaugh ou simplesmente Mapas de Karnaugh. Para usar os diagramas de

Veitch-Karnaugh é necessario seguir alguns procedimentos.

Nimero De Células: 2V

B B
Al AeB | AeB onde N é o nimero de variaveis
AeB | A®D 2% = 4 células
B B B B B’ B’ B B
A|lABC|lABC| ABC|ABC AABC|ABC|ABC |ABC
ABC |ABC|ABC|ABC A|ABC | ABC| ABC ABC
C C C C C’ C C C’

5.3.4 — Exemplo de resolucao pelo Mapa de Karnaugh:
Dada a funcao booleana S = F(A,B) = A’ e B’ + A @ B, serd montado o mapa de Karnaugh.

Solugdo: Como tem duas proposi¢des (ou varidveis), tem-se 2° células, montando o mapa: As
parcelas que temos na expressao sdo transcritas para o mapa com o valor igual a 1:

B B
1

> 2|

completando com zeros as células vazias:

B Portanto, tem-se o
mapa montado.

ol —~ |
o

> >
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5.3.5 - Obtendo a Simplificacao de uma Expressao com 2 Variaveis

1) Dada uma expressdo booleana: S=A’eB+AeB + AeB

2) Desenhar o diagrama. Como tem-se duas varidveis, entdo tem-se 4 células.

B B

> 2|

3) Para cada parcela que aparece na expressdo, deve-se colocar o numeral um na célula

correspondente.
B B
A 1
A 1 1

4) Completar com o numeral zero (0) as células restantes que estdo vazias.

B
1
1

A

—| o]

5) Para obter a expressao simplificada, devemos observar:

i) Agrupar as células adjacentes (na horizontal ou vertical) onde aparecem o numeral
I, um mesmo numeral 1 pode ser componente de mais de um par. Todos os

numerais 1 do diagrama devem pertencer a pelo menos um agrupamento;

> |
olwl
=] =
e
=
[E—
> |
—| o]

1 1 = A

O par 1 ocupa a regido do diagrama onde A é igual a 1, logo o seu valor seré: par 1

= A’
iii) O par 2 ocupa a regido do diagrama onde B € igual a 1, logo o seu valor serd par 2
=B

iv) Somando os pares para obter a expressao simplificada: S = A + B

5.3.6 - Simplificacdo de uma Expressao com 3 ou mais Variaveis

1) Dada a expressdo booleana: S=A’eBeC+AeB '+ AeB+A’eB o (’
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2) Desenhar o diagrama. Como temos trés varidveis, teremos 8 células.

A A A A

O Al

B B B B

3) Para cada parcela que aparece na expressdo, colocar o numeral um na célula

correspondente.
A A A A
C 1]1
C 11111
B B B B

4) Completar com o numeral zero (0) as células restantes que estdo vazias.

a Al

|~ o>

A
1
1
B

wi|o| — >
W= —| >

5) Para obter a expressao simplificada, devemos observar:

1) Agrupar as células adjacentes

(na horizontal ou vertical) onde A A A--A,
aparecem o numeral 1, um cliTol1T1 ],
mesmo numeral 1 pode ser T ;
componente de mais de um C 9 111 _1’
agrupamento. ~ Todos  os B B B B
numerais 1 do diagrama devem
pertencer a pelo menos um
agrupamento; _A A A A
cl[iJol111]
P S Y
cCloj1]1]1
B B B B
A A A A
cloq1]1Y}1]
B BB B
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Observando todos os grupos ao mesmo tempo:

A A AA
cTriogr 1y
crod M i

B B B B

ii) Devemos tentar montar os maiores agrupamentos possiveis, mas eles devem ser
poténcia de 2, assim: 1, 2, 4, 8, 16, ...

iii) O agrupamento 1 ocupa a regido do diagrama onde A € igual a 1, logo o seu valor
serd: grupo 1 = A;

iv) O agrupamento 2 ocupa a regido do diagrama onde C é igual a 1 e B é igual a 1,
logo o seu valor serd par 2 =B ¢ C;

v) O agrupamento 3 ocupa a regido do diagrama onde C¢ igual 0 e B ¢ igual 0, logo
o seu valor serd: grupo3 =B’ ¢ C’;

vi) Somando os pares, obtém a expressdo simplificada: S=A+BeC+ B’ ¢ C’

5.3.7 — Observacoes Sobre as Simplificacoes

O mapa de Karnaugh usa as algumas regras de simplificacdo de expressdes booleanas pelo
agrupamento de células adjacentes.

a) Agrupamentos ndo podem conter qualquer célula com o numeral O (zero);

b) Agrupamentos podem ser horizontais ou verticais, mas nio na diagonal,

¢) Agrupamentos podem conter 1, 2, 4, 8, ou em geral 2" células;

d) Todo agrupamento deve ser o maior possivel;

e) Toda célula contendo o numeral 1 deve pertencer a pelo menos um agrupamento;

f) Os agrupamentos podem estar sobrepostos parcialmente, mas devem ter pelo menos um
elemento novo que ndo pertenca a nenhum outro agrupamento; Se ao desenvolver os
agrupamentos, algum agrupamento tiver todos os seus elementos pertencentes a outros
agrupamentos, este deve ser eliminado;

g) Os agrupamentos podem “dar a volta” no diagrama; A célula mais a esquerda em uma
linha pode ser agrupada com a célula mais a direita da mesma linha, assim como a célula
superior de uma coluna pode ser agrupada com a célula inferior da mesma coluna;

h) Deve-se formar o menor nimero de agrupamentos possiveis, desde que ndo contrarie
nenhuma das regras anteriores.
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5.3.8 — Outras Formas de Representacao do Mapa de Karnaugh

O diagrama pode ser representado de varias formas, mas o resultado serd sempre o mesmo.

B B B B BC
A A . 00 01 11 10
A
C CCc !
B
B
A D
C
A
C
Mapa com 5 varidveis:
E’ E
A A A A A A A A
C D’ C D’
C D C D
C D C D
C D’ C D’
B’ B B B B’ B B B

5.3.9 — Soma de Produtos

Todos os exemplos e exercicios apresentados até o momento sao denominados de soma de
produtos. Como pode ser observado, cada parcela da expressao € um produto de varidveis e
que sdo somadas para formar a expressdo. E denominada de Forma Normal Disjuntiva.

Exemplo1l: S=AeB+A’eBeC+B eC

AeB
A A A A

C [y

cyil111] 1%9
BTG
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A expressdo simplificadaé: S=AeB +C

Exemplo 2:

Encontrar a expressdo booleana definida pela tabela-verdade, representd-la no mapa de
karnaugh e encontrar a expressdo mais simples.

A C S
1 1 1
1 0 1
1 1 1
1 0 0
0 1

0 0 0
0 1 0
0 0 0

AeBe
AeBe(
AeB e(C S; = AeBeC + AeBe(C’ + AeB’e(C + A’eBe(C

A’eBe

Montando o Mapa de Karnaugh:

A

A
B

B

A A solugdo simplificada é:
0 S; = AeB + AeC + BeC
1
B’
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5.3.10 — Produtos da Soma

b)

c)

d)

Como o préprio nome indica, cada parcela da expressdao € uma soma e que serdo reunidas
através de produtos para formar a expressdo. E denominada de Forma Normal Conjuntiva.

Para desenvolver o Mapa de Karnaugh e achar a expressao na forma de Produto da Soma,
desenvolve-se:

Os agrupamentos com os numerais zero (0) no lugar do numeral 1 (um) da mesma forma que
estudada anteriormente;

NSy
alt]ifoTol
~e-€ C ¢

Montar a expressdo, onde cada agrupamento serd somado para formar a expressao, mas como
foi desenvolvido a partir das células com numeral O (zero), o resultado serd negado;
7Z=ANeB+AeB’

Para encontrar a expressao, tem-se que inicialmente negar os dois lados e assim eliminar a
negacao no resultado;

Z’=(A"eB+AeB )"

Aplicar o teorema de DeMorgan duas vezes, encontrando assim, a expressdo na forma de
Produto da Soma.

Z=(A’eB)'e(AeB’ )

Z=(A"+B ) (A’ +B")

Z=(A+B ) (A’+B)

Exemplo: S=AeB+A’eBe(C+B eC

Montando a expressao simplificada:
SS=A"eC’ +B e (C
Para encontrar uma solucao, € necessario usar a propriedade negacao e assim:
S =(A"eC’ +B e(C’ )
S=(A’eC’ ) e(B e(C )
S=(A”+C”) ¢(B” +C”)
S=(A+C) ¢ (B+C)

Prof. Walteno Martins Parreira Janior Pagina 45



Légica Matematica e Computacional

5.4 Exercicios

5.4.1 - Usando as propriedades da Algebra de Boole, simplificar as expressdes abaixo, indicando
a propriedade usada em cada passagem..

a) S=A’eB’+ A’eB

b) S=(A+B)*(A+C)

c) S=A’eB+ B eC+BeC+A’eB’ e(C
d) S=A’eBe(C + A’eB’e(C + A o B’

5.4.2 - Usando as expressodes abaixo, simplificd-las usando os conceitos (Propriedades) da dlgebra
de Boole.

2) S=f(A,B,C)= AeBeC + A’eB eC’ +B’eC + A’¢C +A’e B’

b) S=f(A,B.C)=AeBeC + AeB ¢C’ + A’ e B’

¢) S=f(A,B,C)=(A+ B) e (A + C)

d) S=f(A,B,C)=( A’s B + A’ eB ) e (B + C)

e) S=f(A,B,C,D)= AeBeC+A’eBeC + AeC + BeC + AeD’ + BeD
f) S=f(A,B,C,D)= AeBeD+A’eBeC + B eCeD + BeCeD

5.4.3 - Identificar a expressao Booleana que gera o mapa de Karnaugh abaixo:

a) b)

O 0O Al al
O Ol Ol T
w| —~| o>
oI ~]| ol >

| o] =| >

oNel
wi| =] o>

| o = =] o>
H| of o] o o>
| ol o] ol ~| >
T o] —=| o of >

5.4.4 - Identificar a expressdo Booleana mais simples (soma de produto) a partir do mapa de
Karnaugh abaixo:

a) A A A A b) A A A A
cloTtT1]1]po cltTtTolt]p
clolt1To]p cltltlolt]p
clfolofolo]p c{it]ol1t]p
clfoltr]1To]p cfi]t]o]t]p

B B B B B B B B

) A A A A d) A A A A
cltTt1Jo]p cltToltJo]p
cltltolo]p cltlofololp
c{tlofol1]p cltfolol1]p
c{iTol1T1]D cl{iTol1]1]D

B B B B B B B B
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h)
b)

e)
g

5.4.5 - Identificar a expressdo Booleana mais simples (Produto da Soma) a partir do mapa de
a)

Karnaugh abaixo.

| <
| <

| <
| <

lm <

| <
| <

d)

| <
| <

c)

Q

lm <

| <<
| <<

| <<
| <<

e)

@

5.4.6 - Identificar a expressdo Booleana mais simples (produto de soma) a partir do mapa de

Karnaugh abaixo:

| <
| <

b)

| <
| <

a)

Q
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c) d)
A A A A A A A A
cloJoloTt clofJol1Tt
clofJof1To clfolt]1]o
B B B B B B B B
e) A A A A f) A A A A
cltTololr]p cloTttJo]p
cloltr1To]p cltlofofo]lp
clolt]t]o]p c[iTt]1]o]p
clfoJolol1]D clolt]1]o]D
B B B B B B B B

- Seja a expressdo booleana dada a seguir. Representd-la no mapa de Karnaugh e depois

simplificd-la usando soma de produto.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

54.8

S=A"eB’+ A’eB

S= A’eB+A’eBe(C+Ae(C

S=A’eB+ BBeC+BeC+A’eB’ e(C

S=A’eBeCeD+ A’eD + AeBe(C’+AeBeD’
S=AeBeC+A’eBe(C + AeC + BeC + AeD’ + BeD
S=AeBeD+A’eBe(C + BBeCeD + BeCeD

- Seja a expressdo booleana dada a seguir. Representd-la no mapa de Karnaugh e depois

simplificé-la usando produto da soma.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

5.4.9

S=f(AB,C)= AeB eC’ + BeC’ + AeC’ +A’¢ B
S=f(AB,C)=AeB eC+ A’eB eC’ + A’ B

S=f(ABC)=(B+ D) ® (A’+ C')+A’eBeC

S=f(ABC)=( A’ B+ A’eB’ ) e (D + C)

S=f(AB,C.D)= AeBeC+A’eBeC + AeC + BeC + AeD’ + BeD
S=f(A,B,C.D)= AeBeD+A’eBeC + B'eCeD + BeCeD

- Seja a expressdo booleana dada a seguir. Faca a simplificacdo utilizando os 3 métodos

(pelas propriedades, Mapa de Karnaugh usando Soma de produtos e mapa de Karnaugh usando
Produto da soma)

a)
b)
C)
d)
€)

S=f(A.B,C)= AeB’eC’'+ BeC' oD’ + AeC’eD’ +A’e B
S=f(A,.B.C. D)= AeBeC+AeB eC + AeC + BeC + AeD + B’*D
S=f(A,B.C.D)= AeBeD+A’eBe(C + BeCeD’ + BeCeD
S=f(A.B,C.D)= AeBeCeD+A’eD +AeBe(C’  + AeBe(C + A’eBeD
S=f(A.B,C. D)= AeBeC +AeBeD +AeBe(C + AeD’ + AeCey
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6 PORTAS LOGICAS.

6.1 Introducao

George Boole desenvolveu a dlgebra booleana em 1854. E uma maneira formal para
escrever € manipular proposicdes 16gicas como se fosse uma férmula algébrica. Em 1938, Claude
Shannon demonstra a aplicacdo da dlgebra booleana na anélise de circuitos a rel€s.

A eletronica digital, que usa digitos bindrios, utiliza alguns circuitos légicos bdsicos
conhecidos como portas OU, E, NAO, ... através da utilizacdo conveniente desses circuitos,
podemos “implementar” todas as expressoes geradas pela dlgebra de Boole. H4 uma relacdo entre
a estrutura de dlgebra de Boole e os diagramas para os circuitos elétricos em computadores,
calculadoras, dispositivos industriais de controle, sistemas de telecomunicagdes, etc.

Uma das principais dreas de utilizacdo da algebra booleana é a de circuitos légicos, em
que representamos as funcdes booleanas através de graficos, simbolos padronizados conhecidos
como portas logicas. As portas légicas buscam combinar diversos termos de uma funcgdo
booleana que, juntas, irdo realizar uma determinada funcdo. Com esta forma de representagio,
podemos simbolizar as expressdes bdsicas da dlgebra booleana (AND, OR ou NOT), e partindo
delas gerar fungdes mais complexas. Tanto as expressdes bdsicas, como o conjunto delas podem
conter varias variaveis de entrada, mas somente uma saida.

6.2 Circuitos Légicos

Chamamos interruptor ao dispositivo ligado a um ponto do circuito elétrico, que pode
assumir um dos dois estados: fechado (1) ou aberto (0). Quando fechado, o interruptor permite
que a corrente elétrica passe através do ponto, e quando aberto nenhuma corrente elétrica pode
passar pelo ponto. Representacao:

aberto fechado
o/c o—eo
A A
Por conveniéncia, representamos os interruptores da forma:
A

neste caso, somente conhecemos o estado do interruptor se tivermos a indicacdo de que
A=1 ou A=0.

6.3 Variaveis e Expressoes na Algebra de Boole

As varidveis booleanas, que sao representadas através de letras, podem assumir apenas
dois valores: O e 1.

Expressdo booleana € uma expressdao matematica cujas varidveis sdo booleanas e seu
resultado assumird apenas dois valores: O e 1.
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6.4 Postulados
a) Postulado da Complementagdo
Chamamos de A’ o complemento de A. Dizemos “A BARRA”. Poder ser: A
1) scsA=0entio A’ =1
i) seA=1lentdio A’ =0
através do postulado da complementagdo, podemos estabelecer a seguinte identidade: A’ = A

b) Postulado da Adi¢do

)  0+0=0
i) O0+1=1
iii) 1+0=1
iv)  1+1=1

O Circuito l6gico que executa o postulado da adi¢d@o € o circuito OU, representado por “dois
interruptores em paralelo”, com a representagao:

A
*— —e® e——— A+B—e
B
c) Postulado da Multiplicagcdo

i) 0e0=0
ii) 0e1=0
iii) 1¢0=0
iv) lel=1

através deste postulado, podemos estabelecer as seguintes identidades:

z

O circuito l6gico que executa o postulado da multiplicacio booleana é o circuito E,
representado por dois interruptores em série, cuja representacao €:

° A B ° o A°*B___o

6.5 Representacao

A representacdo grifica dos operadores da algebra booleana € feita mediante simbolos
padronizados por normas internacionais chamados blocos ou portas logicas.

As portas ldgicas sd@o as bases dos circuitos 16gicos e tem por finalidade combinar as
diferentes varidveis booleanas de modo a realizar determinada func¢io booleana.
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NOME| Simbolo Grafico |Simbolo Algébrico

S=A
NOT A—DO— 5 sgu,q'

o | - | YA

OR EAD—S S=A+B

NOME/| Simbolo Grafico | Simbolo Algébrico

NAND| ;1 Jo—s s=(AE)

NOR | ) Do—s| s=&H)

XOR SD—S S=A®B

Fig. Portas l6gicas. Fonte: TONIN (2008, p. 20)

6.6 Exemplos de exercicios de portas logicas:

a) Representar mediante portas 16gicas a fung¢do booleana S = f(A,B)=A e B’

=]

b — & J

"\1 Ash

S

b) Representar mediante portas l6gicas a funcdo booleana S = f(A,B)=A’eB + A e B’

¢) Determinar a fungao booleana correspondente ao circuito 16gico abaixo:

da

b
¢

a
o

= >
>

Prof. Walteno Martins Parreira Junior
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d) Representar em circuito 16gico a fun¢do booleana definida pela tabela-verdade abaixo:

A[BJ]C]S
HEREE , AeBeC

HEREE . AeBeC

1Jo]1]1 ~ AeB’eC

L0100 ] S=AeBeC+AeBeC +AeB ¢C+A eBeC
01 [1]1]—4H AeBecC

o[1]o0]o

olo[1]o0

ojofo]o

O circuito légico que representa a tabela é:

=1

[ —
<

d

=
<

N =

—

)

o

a
b
<
a
b
<
6.7 Exercicios
6.7.1 - Representar a expressao booleana utilizando portas 16gicas.

a) S=f(ABC)= AeB ' eC’'+ AeBe(C’  + AeC’ +A’e B

b) S=f(A.BC)=AeB’eC+ (A’eB’e(C’) +(AeB e(CY

c) S=f(ABCO)=(A+ B) e (A’+ C’ ) e (AeB e(C)

d) S=f(A,.B,C)=(A’®* B)+(AeB eC) e (AeB + C)

e) S=f(A,.B.CL D)= AeBeC+(A’eBeC) +(AeC + BeCY

f) S=f(A.B.CLD)= AeBeD+A’eBe(C + BBeCeD + BeCeD

6.7.2 — Encontrar a expressao booleana que representa o circuito abaixo.

ab cd
C 2 B E }
1>—D>O—j/7
[0~ F
N
S
> e
=0
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6.7.3 - Dada a fun¢do X = a’bc + abcd’ + a’b’cd + bed

a) criar o mapa de Karnaugh desta funcao;

b) simplificar a func¢do, se possivel, através do mapa de Karnaugh gerado na alternativa a;

¢) gerar o circuito 16gico correspondente a funcao simplificada na alternativa b.

6.7.4

- Encontrar uma funcio existente na tabela abaixo, e depois através de portas ldgicas

representar a fungdo encontrada.

a) a b c X b) a b c X
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 0

6.7.5 - Seja a expressdo booleana dada a seguir. Representd-la no mapa de Karnaugh e depois
simplificd-la usando soma de produto. Gerar o circuito légico correspondente a funcgdo
simplificada.

a) S=f(AB.C)= AeB ' eC’'+ BeC’ + Ae(C’  +A’e B

b)
c)
d)
e)
f)

6.7.6

S=f(A,B.C)=AeB’ eC+ A’eB’e(C’ + A’eB

S=f(A.BC)=(A+ B) e (A’+ C)

S=f(A.BC)=( A’¢ B + A’eC ) e (B + C)

S=f(A,.B.C. D)= AeBeC+A’eBe(C + AeC + BeC + AeD’ + BeD
S=f(A,B.C.D)= AeBeD+A’eBe(C + BBeCeD + BeCeD

- Usando as expressdes abaixo, simplificd-las usando o Mapa de Karnaugh (Produto da

soma) e depois representa-las em Circuitos Logicos, usando as portas 16gicas: Not, And e Or.

a) S=f(ABC)= AeBe(C’'+ B eC + A’eC +A’e B’

b) S=f(A.BC)=AeBe(C + AeB e(C’ + A’eB’

c) S=f(A.B.O)=(A+B) e (A’+ C")

d) S=f(ABC)=( A’eB + A”eB ) e (B + C)

e) S=f(AB.CL D)= AeBeC+A’eBe(C + AeC + BeC + AeD’ + BeD

f) S=f(A.B.CLD)= AeBeD+A’eBe(C + BBeCeD + BeCeD
6.7.7 - Usando as expressdes abaixo, simplificd-las usando o Mapa de Karnaugh (Produto da
soma) e depois representd-las em Circuitos Logicos, usando as portas légicas: Not, And, Or,
Nand e Nor.

a) S=f(A.B.C)= AeBeC + BeC + A’eC +A’e B’

b) S=f(AL BC)=AeBe(C + AeB ¢(C’ + A’e B’

c) S=f(AB.CO)=(A+ B) e (C+ D)

d)
€)

S=f(ABC)=( A’e B+ A’eB )e (C +D )+A’eBe(C + B’eCeD
S=f(A.B.C.D)= AeBeC+A’eBe(C + AeC + BeC + AeD’ + BeD
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f) S=1f(A,B.CL D)= AeBeD+A’eBe(C + BBeCeD + Be(CeD

6.7.8 - Identificar a expressdo Booleana mais simples (soma de produto) a partir do mapa de
Karnaugh abaixo e depois representd-las em Circuitos Logicos, usando as portas l6gicas: Not,
And, Or:

a) A A A A b) A A A A
cloT T Tt]po cltTtJo]1]D
cloft1Tolp cltltlolt]p
clolofolo]p c[it]ol1]p
clol1]11]0]|D cl1]1]0}]11]D
B B B B B B B B
) A A A A d) A A A A
ElllOD ElllOD
(_:11005 611005
clrjojo]t1|p cltrf{ojojl|p
cl1]10]1]1]|D cl|1]0]1}11]D
B B B B B B B B
e) o f) o
A A A A A A A A
cloj1|11]o0 cl1]10]0]60
Cl1]0]0]1 Cl1]1]10]1
B B B B B B B B
g) o h) o
A A A A A A A A
clt|1]of]o cll]1|O0]1
Cl1]1]10]1 cClOoj1]10]1
B B B B B B B B

6.7.9 - Seja a expressdo booleana dada a seguir. Representd-la no mapa de Karnaugh e depois
simplifica-la. Representar a expressao simplificada usando portas 16gicas.

a) S= f(A.B,C)= A®B+B eC+A’eB +A’eBe(C

b) S=f(A,B,C)= AeBeC+B eA+AeC+A B

¢) S=f(A,B,C)= AeBeC + BeC + A’e(C’ +Ae B’

d) S=f(A,B,C,D)= AeBeC+AeB eC + AeC + BeC + A’eD + B’ oD
e) S=f(A,B,C,D)= AeBeD+A’eBeC + BeC oD’ + BeCeD +AeBeD’

6.7.10 - Escrever a expressao booleana representada pelo circuito a seguir. Representd-la no mapa
de Karnaugh e depois simplifica-la. Representar a expressao simplificada usando portas logicas.
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1

b) B

gaQwy>

11 1l

T ﬁf T
i

a >

c) d)

—

oo

slsls

i

o == —
c =
== —
=
Sl =
d
e =L D— =
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7  REGRAS DE INFERENCIA

7.1 Argumentos

Chama-se de argumento toda a afirmagdo de que vérias proposi¢des (pl, p2, ..., pn) tem
por consequencia uma outra proposi¢do q. As proposicdes pl, p2, ..., pn sdo as premissas, € a
proposi¢do q € a conclusdo do argumento. Um argumento € descrito da seguinte forma: p, p—q,
q—r fronde:

Pp—Qqq—T e

Premissas conclusio

7.1.1 Validade de um argumento através da Tabela-verdade

Um argumento € valido quando para todas as linhas da tabela-verdade onde as premissas
forem verdadeiras, a conclusdo também € verdadeira.

7.2 Processo de inferéncia

Inferéncia é o processo pelo qual se chega a uma proposi¢do, firmada na base de uma ou
outras mais proposicoes aceitas como ponto de partida do processo. O Argumento é chamado de
premissa e o valor de conclusdo. As conclusdes sdao deduzidas a partir das premissas. Caso o
estado das premissas esteja vazio, entdo a conclusao € dita ser o axioma da légica.

Regras de inferéncia sdo regras sintdticas que produzem enunciados védlidos em um
sistema formal. A partir de um conjunto de proposi¢des podemos derivar outras seguindo estas
regras.

Regras de inferéncia tém as seguintes caracteristicas:
o) Se a Hipotese for verdadeira, entdo a Conclusdo € verdadeira

o  Verificacdo de tipos € baseada em inferéncia. Se E1 e E2 tem certos tipos, entdo
E3 tem um certo tipo.

o Regras de inferéncia s3do uma notacdo compacta para comandos de
implementacao.

o  Inicia-se com um sistema simplificado de regras ao qual adiciona-se novas
caracteristicas gradualmente

o  As premissas sdo regras sem hipéteses

Na l6gica formal, as regras de inferéncia sdo normalmente determinadas nas seguinte
forma:

premissa 1
premissa 2

premissa n

conclusio
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A validade das regras de inferéncia pode ser comprovada facilmente com o uso das
tabelas-verdade. Com o auxilio destas formas elementares de argumentos podemos construir
estruturas argumentativas muito complexas.

7.2.1 Modus Ponens (MP)

Se o antecedente de um condicional for verdadeiro, o seu consequente necessariamente é
verdadeiro. Por esta razdo, esta regra também € chamada de afirmacdo do antecedente. A
validade desta regra é comprovada simplesmente observando a tabela verdade das proposicoes
condicionais. Violagdes desta regra resultam nas faldcias afirmacdo do consequente e negacdo do
antecedente, onde a conclusao nao segue necessariamente das premissas.

7.2.2 Modus Tollens (MT)

Ao contradizer o consequente, somos obrigados a contradizermos também o antecedente.
Novamente isto pode ser verificado simplesmente olhando a tabela verdade das proposicoes
condicionais. Esta regra é também chamada de contradi¢do do consequente.

7.2.3 Silogismo Hipotético (SH)

P—-Q
Q—R

A implicagdo possui a propriedade transitiva, isto €, se A implica B e B implica C, entao
A implica C através de B.

7.2.4 Silogismo Disjuntivo (SD)

Se uma disjunc¢ao é verdadeira e uma das proposicdes componentes se revela falsa, entdo
a outra proposicao é necessariamente verdadeira.
7.2.5 Dilema Construtivo (DC)

P->Q" "R —Y)
PvR
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Dilemas sdo situacdes em que somos obrigados a aceitar uma de duas consequéncias que
ndo sdo muito agradédveis. Deixando a agradabilidade de lado, esta regra de inferéncia se baseia
na regra Modus Ponens. Tomando apenas a primeira parte da conjun¢do da primeira premisa, (p —
> ¢g), afirmamos p, e pela regra Modus ponens, somos obrigados a concluir g. Fazendo o mesmo
procedimento com o outro lado da conjuncdo da primeira premissa, concluimos que s. Entdo o
dilema consiste em que, ao afirmar p ou r, somos obrigados a concluir g ou s.

7.2.6 Dilema Destrutivo (DD)

P-Q"R—-S)
~Qv~S

E exatamente o oposto do Dilema Construtivo. Baseia-se na regra Modus Tollens.

7.2.7 Absorc¢ao (ABS)

P—FP"Q)

Dada uma condicional, pode-se deduzir dela uma condicional que tem como antecedente
o mesmo antecedente da primeira € como consequente uma conjuncdo as duas proposi¢des que
figuravam na primeira condicional. Uma reflexao sobre a tabela verdade das condicionais é capaz
de mostrar como esta inferéncia é valida.

7.2.8 Simplificacao (SIMP)

Em uma conjucdo verdadeira, pode-se concluir que cada um dos seus componentes €
verdadeiro de forma independente. Muito simples.

7.2.9 Conjunciao (CONJ)

Praticamente o inverso da regra anterior, se dois enunciados sdo verdadeiros
independentemente, isso € condi¢do suficiente para que juntos formem uma conjungdo
verdadeira.

7.2.10 Adicao (AD)

Dada uma proposi¢do verdadeira, a partir dele pode-se deduzir uma disjuncdo verdadeira
com qualquer outro enunciado que escolhermos. Isto tem ligacdo com a regra Silogismo
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Disjuntivo, pois se o enunciado que escolhermos, g, porventura for falso, em nada afetard a
verdade da proposicao p e da disjunc¢ao por elas formada.

7.2.11 Exemplo

Usando as regras de inferéncia devidamente explicadas, pode-se analisar o argumento
apresentado abaixo:

Se os 8 casos suspeitos de Nova York forem gripe suina, entdo o governo devera
tomar medidas efetivas para conter a disseminacdo da doenca.

E se o governo deve tomar medidas para conter a disseminagdo da doencga, entdo as
escolas de NY serdo fechadas.

(Quer dizer,) se os 8 casos suspeitos forem de gripe suina, entdo as escolas de NY
serdo fechadas.

Os suspeitos podem ter gripe Influenza do tipo A ou ter gripe suina.
(Foi descoberto que) a gripe dos suspeitos nao é Influenza do tipo A.

Logo, as escolas de NY serdo fechadas.

Variaveis proposicionais:

P: os 8 casos suspeitos de Nova York sdo de gripe suina
Q: o governo deve tomar medidas efetivas para conter a disseminacdo da doenga
R: as escolas de NY serdo fechadas

S: os suspeitos podem ter gripe Influenza do tipo A

Traducao formal: Segunda regra usada:
P—Q ¢ Silogismo Disjuntivo (SD)
Q—R
PR fSV P
Sv
~S p
R
Explicacao:
Primeira regra usada: No argumento, a conclusio p do
e Silogismo Hipotético (SH) Silogismo Disjuntivo ficou

subentendida. Dai, de repente,

P _’% concluiu-se que r. A razdo desta

Q— grande omissdo, frequente na vida

i)"""li' real, é que se a negacdo de s resulta
H

em p, e, como visto no Silogismo
Hipotético, p resulta em r, conclui-se
definitivamente que a negagdo de s
resulta em 7.
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7.2.12 Revisao

REGRAS DE INFERENCIA.: A férmula o implica tautologicamente a férmula B e
indicamos oo = P [Ise e somente se a formula oo — B [1é uma tautologia .

Regras Sigla Foérmulas Atomicas Férmulas Compostas
Modus Ponens MP |pAa(p—>q=q A, A—B/B
Modus Tollens MT | ~gAa(p—>q)=>~p ~B,A->B/~A
Silogismo Hipotético SH | p>9Ar(g—=1=((p—r) A—->B,B->C/A—>C
Silogismo Disjuntivo SD | (pvgAar~p=>q ~A,AvB/B
Simplificagdo SM |pAarg=p AAB/A
Adigcdo AD |p=pvg A/AvB
Eliminacdo EL |[(p>(@vD)a~q=>por ~B,(A>Bv(O/A—>C
Prova por Casos CS |p>A(gonD=>@pvyey—>r |[A>C,B>C/(AvB)—>C

7.2.13 Exercicios resolvidos

Na coluna direita estdo indicadas as linhas e as regras de inferéncia que produziram a
férmula da coluna esquerda.

a) Derive U das seguintes premissas:

I. | P> QAR premissa

2. | QAR)—S premissa

3. | S5 (Tv(-T—-U)) | premissa

4. | P premissa

5. | T premissa

6. | (QAR) 1,4 Modus Ponens
7. 1 S 2,6 Modus Ponens
8 | (Tv(-T—U) 3,7 Modus Ponens
9. | (°-T—-1) 5,8 Silogismo Disjuntivo
10. | U 5,9 Modus Ponens

b) Derive (R A S)

1.| —-—P premissa

2.] Q—(RAYS) premissa

3. TeQ premissa
4.1 Tv-P premissa
5.] T—--Q 3 Bicondicional
6.| T 1,4 Silogismo Disjuntivo
7. -—Q 5,6 Modus Ponens

8.1 Q 7 Dupla Negacao
0. RAS) 2,8 Modus Ponens
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1., P—-Q premissa

2. Q—-R premissa

3. | P Hipotese

4. (0] 1,3 Modus Ponens

5. | =R 2.4 Modus Ponens

6.| P—-R 3-5 Regra de prova condicional
d) Derive 7(P A Q)

1., P—>-Q premissa

2.1 IPAQ Hipdtese (por contradi¢cdo)

3. IP 2 Simplificag¢do

4. [-Q 1,3 Modus Ponens

5.1 1Q 2 Simplificag¢do

6. 1QA=Q 4,5 Conjungao

7. ~(PAQ) 2-6 Redugdo ao Absurdo
e) Derive (Pv Q) A(PAR)

.| PvQ) —R premissa

2.| RAP premissa

3./ P 2 Simplificag¢ao

4.1 PvQ 3 Adicdo

5 .R 1,4 Modus Ponens

6.| PAR 3,5 Conjungdo

7.1 PvQ A(PAR) 4,6 Conjuncgao

7.3 Exercicios

7.3.1 Verificar a validade dos seguintes argumentos
a)p—>dq,parq
b)parqgq,pvr—spas.
c)p—>(q-r),p—->q,pr
d)pvg-r,(rvg) > (p—oseot)),parsset

7.3.2 Demonstrar a validade do argumento
P1: Se Pedro tem a mesma altura que Jodo entdo Jodo tem a mesma altura que Luis.
P2: Se Pedro tem a mesma altura que Luis entdo Pedro tem a mesma altura que Antonio.
P3: Ou Pedro tem a mesma altura que Jodo ou a altura de Pedro € 1,80 m.
P4: Se a altura de Pedro é 1,80 m entdo a altura de Pedro mais 0,20 m = 2,00 m.

P5: Mas a altura de Pedro mais 0,20 nao € igual a 2,00m.

Portanto: Pedro tem a mesma altura que Antonio.
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8  SISTEMAS DE NUMERACAO

Os sistemas de numeracdo tem por objetivo prover simbolos e convengdes para
representar quantidades, de forma a registrar a informacdo quantitativa e poder processa-la. A
representacdo de quantidades se faz com os nimeros. Na antiguidade, duas formas de representar
quantidades foram inventadas. Inicialmente, os egipcios, criaram um sistema em que cada dezena
(uma mao-cheia de nosso exemplo anterior) era representada por um simbolo diferente. Usando
por exemplo os simbolos # para representar uma centena, & para representar uma dezena e @
representando uma unidade (simbolos escolhidos ao acaso), teriamos que ###&& @ representaria
321.

Relembremos ainda um outro um sistema, o sistema de numeracdo romano. Eram usados
simbolos (letras) que representavam as quantidades, como por exemplo: I ( valendo 1), V
(valendo 5), X (valendo 10), C (valendo 100), etc. A regra de posicionamento determinava que as
letras que representavam quantidades menores e precediam as que representavam quantidades
maiores, seriam somadas; se 0 inverso ocorresse, o menor valor era subtraido do maior (e nédo
somado). Assim, a quantidade 128 era representada por CXXVII =100+ 10+ 10+5+ 1+ 1 +
1 = 128. Por outro lado, a quantidade 94 era representada por XCIV = (-10 + 100) + (-1 + 5) =
94,

Nesses sistemas, os simbolos tinham um valor intrinseco, independente da posi¢do que
ocupavam na representacdo (sistema numérico nao-posicional). Um grande problema desse
sistema € a dificuldade de realizar operacdes com essa representacdo. Experimente multiplicar
CXXVII por XCIV! Assim, posteriormente foram criados sistemas em que a posi¢cdo dos
algarismos no nimero passou a alterar seu valor (sistemas de numeragdo posicionais).

Nos sistemas de numeragdo posicionais (ver adiante Sistemas de Numerag¢ao Posicionais),
o valor representado pelo algarismo no nimero depende da posicio em que ele aparece na
representacdo. O primeiro sistema desse tipo foi inventado pelos chineses. Eram usados palitos,
sendo 1 a 5 palitos dispostos na vertical para representar os nimeros 1 a 5; de 6 a 9 eram
representados por 1 a 4 palitos na vertical, mais um palito na horizontal (valendo 5) sobre os
demais. Cada nimero era entdo representado por uma pilha de palitos, sendo uma pilha de palitos
para as unidades, outra para as dezenas, outra para as centenas, etc. Esse sistema, com as pilhas
de palitos dispostas em um tabuleiro, permitia a realizacdo das quatro operacgdes aritméticas. Nao
existia representacdo para o zero (o espago relativo ficava vazio).O tabuleiro aritmético (chamado
swan-pan), além das quatro operacdes, era usado na dlgebra e na solu¢do de equacdes. Essa
técnica era chamada de Método do Elemento Celestial.

O Alfabeto e o Abaco No Oriente Médio, por esses tempos, criou-se uma das mais
importantes invengdes da humanidade: o alfabeto. Na antigiiidade, usava-se um simbolo para
representar cada conceito ou palavra. Assim, eram necessdrios milhares de simbolos para
representar todos os objetos, acdes, sentimentos, etc - como sdo ainda hoje algumas linguagens.
Como decorar todos? O grande achado foi decompor a linguagem em alguns poucos simbolos e
regras bdasicas. Uma conseqiiéncia de fundamental importdncia para nossos estudos de
informadtica foi possibilitar a ordenagdo alfabética (essa € uma tarefa tipica dos computadores).

Nessa época, foi também criado o dbaco - uma calculadora decimal manual.

Os Algarismos e o Zero Por volta do ano de 650, os hindus inventaram um método de
produzir papel (que antes ja fora inventado pelos chineses) e seus mateméticos criaram uma
representacdo para os numeros em que existiam diferentes simbolos para os as unidades,
incluindo um simbolo para representar o zero. Essa simples criacdo permitiu que se processasse a
aritmética decimal e se fizesse contas - no papel! Bom, depois de milhares de anos em que todos
os célculos eram feitos com calculadoras (dbacos, swan-pan, etc) finalmente era possivel calcular
sem auxilio mecanico, usando um instrumento de escrita e papel. A matemadtica criada pelos
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hindus foi aprendida pelos arabes (que depois foram copiados pelos europeus). Por volta de 830,
um matemadtico persa (chamado Al-khwarismi, que inspirou o nome algarismo) escreveu um livro
(Al-gebr we'l Mukabala, ou dlgebra) em que apresentava os algarismos hindus. E esse livro,
levado para a Europa e traduzido, foi a base da matemética do Renascimento.

8.1 Sistemas de Numeracio Posicionais

Desde quando se comegou a registrar informacdes sobre quantidades, foram criados
diversos métodos de representar as quantidades.

O método ao qual estamos acostumados usa um sistema de numeragdo posicional. Isso
significa que a posicdo ocupada por cada algarismo em um nimero altera seu valor de uma
poténcia de 10 (na base 10) para cada casa a esquerda.

Por exemplo, no sistema decimal (base 10), no niimero 125 o algarismo 1 representa 100
(uma centena ou 102) , 0 algarismo 2 representa 20 (duas dezenas ou 1x101) e o algarismo 5
representa 5 mesmo (5 unidades ou 5x10"%). Assim, em nossa notacao,

125 = 1x10% + 2x10" + 5x10°

Base de um Sistema de Numerag¢do A base de um sistema € a quantidade de algarismos
disponivel na representacdo. A base 10 € hoje a mais usualmente empregada, embora ndo seja a
unica utilizada. No comércio pedimos uma duzia de rosas ou uma grosa de parafusos (base 12) e
também marcamos o tempo em minutos e segundos (base 60).

Os computadores utilizam a base 2 (sistema bindrio) e os programadores, por facilidade,
usam em geral uma base que seja uma poténcia de 2, tal como 24 (base 16 ou sistema
hexadecimal) ou eventualmente ainda 23 (base 8 ou sistema octal).

Na base 10, dispomos de 10 algarismos para a representa¢ido do numero: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 € 9. Na base 2, seriam apenas 2 algarismos: 0 e 1. Na base 16, seriam 16: os 10 algarismos
aos quais estamos acostumados, mais os simbolos A, B, C, D, E e F, representando
respectivamente 10, 11, 12, 13, 14 e 15 unidades. Generalizando, temos que uma base b qualquer
dispord de b algarismos, variando entre O e (b-1).

A representacio 125,3810 (base 10) significa 1x10% +2x10" + 5x10° + 3x10™" + 8x10

Generalizando, representamos uma quantidade N qualquer, numa dada base b, com um
ndmero tal como segue:

NP =a, b + ... +anb’+a.b +a0b’+a,;.b' +a,b? + ...+ a,b" sendo que
aln_l.b“'1 + ...+ alz.b2 + al.b1 + ao.bO ¢ a parte inteira e
a_l.b'1 + 21_2.b'2 + ...+ a,.b" é a parte fraciondria.

Intuitivamente, sabemos que o maior nimero que podemos representar, com n algarismos,
na base b, serd o nimero composto n vezes pelo maior algarismo disponivel naquela base (ou
seja, b-1). Por exemplo, o maior nimero que pode ser representado na base 10 usando 3
algarismos serd 999 (ou seja, 10° - 1 = 999).

Generalizando, podemos ver que o maior nimero inteiro N que pode ser representado, em
uma dada base b, com n algarismos (n "casas"), serd N = b" - 1. Assim, o maior niimero de 2
) . . 2
algarismos na base 16 serd FF¢ que, na base 10, equivale a 255,p= 16" - 1.

Representacdao Bindria Os computadores modernos utilizam apenas o sistema bindrio, isto
¢, todas as informacOes armazenadas ou processadas no computador usam apenas DUAS
grandezas, representadas pelos algarismos O e 1. Essa decisdo de projeto deve-se a maior
facilidade de representacdo interna no computador, que € obtida através de dois diferentes niveis
de tensdo. Havendo apenas dois algarismos, portanto digitos bindrios, o elemento minimo de
informacdo nos computadores foi apelidado de bit (uma contragdo do inglés binary digit).
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Na base 2, o ndmero "10" vale dois. Mas se 10, =2, entdo dez € igual a dois?
Nao, dez ndo é e nunca serd igual a dois!

Na realidade, "10" ndo significa necessariamente "dez". NOs estamos acostumados a
associar "10" a "dez" porque estamos acostumados a usar o sistema de numeracdo decimal. O
nimero 10, seria lido "um-zero" na base 2 e vale 2 (convertido para "dois" na base dez), 10s
seria lido "um-zero" na base 5 e vale 5;¢ (convertido para "cinco" na base dez), 10;¢ pode ser lido
como "um-zero" na base 10 ou entao como "dez" na base dez, 104 seria lido "um-zero" na base
16 e vale 16y (convertido para "dezesseis" na base dez), etc.

Portanto, 10 sé sera igual a dez se - e somente se - 0 nimero estiver representado na base
dez!

Uma curiosidade: o nimero "10," vale sempre igual a base, porque em uma dada base b
os algarismos possiveis vao sempre de 0 a (b - 1)! Como o maior algarismo possivel em uma
dada base b € igual a (b-1), o proximo numero serd (b - 1 + 1 = b) e portanto serd sempre 10 e
assim, numa dada base qualquer, o valor da base serd sempre representado por "10"!

Obs.: Toda vez que um nimero for apresentado sem que seja indicado em qual sistema de
numeracdo ele estd representado, estenderemos que a base é dez. Sempre que outra base for
utilizada, a base serd obrigatoriamente indicada.

Um dia pode ser que os computadores se tornem obrigatérios e sejamos todos forcados
por lei a estudar a aritmética em bindrio! Mas, mesmo antes disso, quem programa computadores
precisa conhecer a representacdo em bindrio! Vamos comegar entendendo as poténcias de dois:

Repr.Binaria | Poténcia | Repr.Decimal
1 7’ 1

10 5! 2

100 2 4

1000 > 8

10000 ) 16
100000 2’ 32
1000000 ° 64
10000000 5 128
100000000 >t 256
1000000000 >y 512
10000000000 | 5™ 1.024

Depois (e s6 depois) de compreender bem a tabela acima, fazendo a devida correlacdo
com a representacdo decimal, é conveniente decorar os valores da tabela. As conversdes entre
base dois e base dez e as poténcias de dois sdo utilizadas a todo momento e seria perda de tempo
estar toda hora convertendo. Da mesma forma que, uma vez entendido o mecanismo da
multiplicagdo, decoramos a taboada, € muito mais efetivo saber de cor a tabela acima que fazer as
contas de conversao toda vez que for necessario.

A representacao bindria é perfeitamente adequada para utilizacdo pelos computadores. No
entanto, um nimero representado em bindrio apresenta muitos bits, ficando longo e passivel de
erros quando manipulado por seres humanos normais como por exemplo os programadores,
analistas e engenheiros de sistemas (bem, nao tdo normais assim ...). Para facilitar a visualizacdo
e manipulagdo por programadores de grandezas processadas em computadores, sdo usualmente
adotadas as representagdes octal (base 8) e principalmente hexadecimal (base 16). Ressaltamos
mais uma vez que o computador opera apenas na base 2 e as representacdes octal e hexadecimal
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ndo sdo usadas no computador, elas se destinam apenas a manipulacdo de grandezas pelos
programadores.

z

Representagdo em Octal e em Hexadecimal Em projetos de informdtica (isto €, nos
trabalhos realizados pelos programadores, analistas e engenheiros de sistemas), € usual
representar quantidades usando sistemas em poténcias do bindrio (octal e principalmente
hexadecimal), para reduzir o nimero de algarismos da representacdo e conseqiientemente facilitar
a compreensdo da grandeza e evitar erros. No sistema octal (base 8), cada tres bits sdo
representados por apenas um algarismo octal (de 0 a 7). No sistema hexadecimal (base 16), cada
quatro bits sdo representados por apenas um algarismo hexadecimal (de O a F).

A seguir, apresentamos uma tabela com os nimeros em decimal e sua representacdo
correspondente em bindrio, octal e hexadecimal:

Base 10 | Base 2 | Base 8 | Base 16
0 0 0 0
1 1 1 1
2 10 2 2
3 11 3 3
4 100 4 4
5 101 5 5
6 110 6 6
7 111 7 7
8 1000 10 8
9 1001 11 9
10 1010 12 A
11 1011 13 B
12 1100 14 C
13 1101 15 D
14 1110 16 E
15 1111 17 F

Nota: a base 16 ou sistema hexadecimal pode ser indicada também por um "H" ou "h"
apés o ndmero; por exemplo: FFH significa que o nimero FF (ou 255 em decimal) estd em
hexadecimal. Nao confundir o "H" ou "h" com mais um digito, mesmo porque em hexadecimal
sO temos algarismos até "F" e portanto nao existe um algarismo "H".

Exemplo: Como seria a representagdo do nimero 16,9 em binério, octal e hexadecimal?
Solugdo: Seria respectivamente 10000,, 20g € 101.

8.2 Conversoes entre Bases

Vamos analisar agora as regras gerais para converter nimeros entre duas bases quaisquer.

8.2.1 Conversao entre bases 2, 8 ¢ 16

As conversdes mais simples sdo as que envolvem bases que sdo poténcias entre si. Vamos
exemplificar com a conversdo entre a base 2 e a base 8. Como 2° = 8, separando os bits de um
nimero bindrio em grupos de tres bits (comecando sempre da direita para a esquerda) e
convertendo cada grupo de tres bits para seu equivalente em octal, teremos a representacdo do
nimero em octal. Por exemplo:

10101001, = 10.101.001, (separando em grupos de 3, sempre comegando da direita para a
esquerda) Sabemos que 010, =2g; 101, =53 ; 001, = 13 portanto 10101001, = 2513
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Se vocé ainda ndo sabe de cor, faca a conversdo utilizando a regra geral. Vamos agora
exemplificar com uma conversdo entre as bases 2 e 16. Como 2* = 16, basta separarmos em
grupos de 4 bits (comecando sempre da direita para a esquerda) e converter. Por exemplo:

11010101101, = 110.1010.1101, (separando em grupos de 4 bits, sempre comecando da
direita para a esquerda) Sabemos que 110, = 6;6; 1010, = Ay ; 1101, = Dy ; portanto
11010101101, = 6AD¢

Vamos agora exercitar a conversdo inversa. Quanto seria 3F5, (lembrar que o H estd
designando "hexadecimal") em octal? O método mais prético seria converter para bindrio e em
seguida para octal. Por exemplo:

3F5, = 11.1111.0101; (convertendo cada digito hexadecimal em 4 digitos bindrios) = =
1.111.110.1012 (agrupando de tres em tres bits) = = 17655 (convertendo cada grupo de trés bits
para seu valor equivalente em octal).

8.2.2 Conversao de Numeros em uma base b qualquer para a base 10
Vamos lembrar a expressao geral ja apresentada:
Np=ap b + ... +ab’+a.b' +a0b’ +a,b’ +a,b” + ... +a,b”

A melhor forma de fazer a conversdo € usando essa expressao. Tomando como exemplo o
namero 101101,, vamos calcular seu valor representado na base dez. Usando a expressdo acima,
fazemos:

101101, = 1x2° + 0x2* + 1x22 + 1x22 + 0x2' + 1x2° =32+ 0+ 8 +4 + 0 + 1 =45y,

Podemos fazer a conversdo de nimeros em qualquer base para a base 10 usando o
algoritmo acima. Exemplos:

a) Converter 4F5H para a base 10. Solugao:

Lembramos que o H significa que a representacdo € hexadecimal (base 16). Sabemos
ainda que F;¢=15;¢. Entdo:

4x16% + 15x16" + 5x16° = 4x256 + 15x16 + 5 = 1024 + 240 + 5 = 1269,
b) Converter 34859 para a base 10. Solucao:

3x9” + 4x9% + 8x9' + 5x9° = 3x729 + 4x81 + 8x9 + 5 =2187 + 324 + 72 + 5 = 2588,
c¢) Converter 7G)¢ para a base 10. Solucao:

Uma base b dispde dos algarismos entre 0 e (b-1). Assim, a base 16 dispde dos algarismos
0 a F e portanto o simbolo G ndo pertence a representacdo hexadecimal.

d) Converter 1001,01, para a base 10. Solugido:

1x27 + 0x2% + 0x2" + 1x2° + 0x2™" + 1x2° =8 + 0+ 0 + 1 + 0 + 0,25 = 9,25
e) Converter 34,35 para a base 10. Solucao:

3x5' +4x5” +3x5" = 15+ 4+ 0,6 = 19,64
f) Converter 38,3 para a base 10. Solucao:

Uma base b dispde dos algarismos entre 0 e (b-1). Assim, a base 8 dispde dos algarismos
0 a 7 e portanto o algarismo 8 ndo existe nessa base. A representacdo 38,3 ndo existe na
base 8.
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8.2.3 Conversao de Numeros da Base 10 para uma Base b qualquer

A conversdao de nimeros da base dez para uma base qualquer emprega algoritmos que
serdo o inverso dos acima apresentados. O algoritmo serd entendido melhor pelo exemplo que por
uma descricao formal. Vamos a seguir apresentar os algoritmos para a parte inteira e para a parte
fraciondria:

Parte Inteira: O nimero decimal serd dividido sucessivas vezes pela base; o resto de cada
divis@o ocupard sucessivamente as posicoes de ordem 0, 1, 2 e assim por diante até que o resto da
ultima divisdo (que resulta em quociente zero) ocupe a posi¢do de mais alta ordem. Veja o
exemplo da conversdo do nimero 19, para a base 2:

(SN
= ©
— O N

19 =010011
10 2

S KN
S NN

(el )

Experimente fazer a conversao contrdria (retornar para a base 10) e ver se o resultado esta
correto.

Parte Fraciondria Se o ndmero for fraciondrio, a conversdao se fard em duas etapas
distintas: primeiro a parte inteira e depois a parte fraciondria. Os algoritmos de conversdo sdo
diferentes. O algoritmo para a parte fraciondria consiste de uma série de multiplicacoes
sucessivas do numero fraciondrio a ser convertido pela base; a parte inteira do resultado da
primeira multiplicacdo serd o valor da primeira casa fraciondria e a parte fraciondria serd de novo
multiplicada pela base; e assim por diante, até o resultado dar zero ou até encontrarmos o nimero
de casas decimais desejado. Por exemplo, vamos converter 15,65, para a base 2, com 5 e com 10
algarismos fraciondrios:

15 |2
1 7]2
1 3]2 15 =01111
10 2
1 1] 2
10
065 x 2 = 130
030 x 2 = 0,60
060 x 2 = 120
020 x 2 = 040
040 x 2 = 0,80 0,65 =10100,
080 x 2 = 1,60
060 x 2 = 120 0,65 =1010011001_
020 x 2 = 040
040 x 2 = 0,80
08 x 2 = 1,60 "

15,6510= 1111,101001 10012
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Obs.: Em ambos os casos, a conversao foi interrompida quando encontramos o nimero de
algarismos fraciondrios solicitados no enunciado. No entanto, como ndo encontramos resultado 0
em nenhuma das multiplica¢des, poderiamos continuar efetuando multiplicacdes indefinidamente
até encontrar (se encontrarmos) resultado zero. No caso de interrup¢ao por chegarmos ao nimero
de digitos especificado sem encontramos resultado zero, o resultado encontrado é aproximado e
essa aproximacdo serd funcdo do nimero de algarismos que calcularmos. Fazendo a conversdo
inversa, encontraremos:

a) Com 5 algarismos fraciondrios:
Parte inteira: 1111, =154

Parte fraciondria: 0,10100, = 1x27" + 0x22 + 1x27 + 0x2™* + 0x2° = 05 + 0,125 =
0,62510

b) Com 10 algarismos fracionérios:
Parte inteira: 1111, = 1549

Parte fracionéria: 0,10100110015 = 1x2°" + 0x272 + 1x27 + 0x2% + 0x27 + 1x2° + 1x27 +
0x28 + 0x2° + 1x219 = 1/2 + 1/8 + 1/64 + 1/128 + 1/1024 = 0,5 + 0,125 + 0,015625 +
0,0078125 + 0,0009765625 = 0,6494140625,

Ou seja, podemos verificar (sem nenhuma surpresa) que, quanto maior for a quantidade de
algarismos considerados, melhor serd a aproximacao.

Resumindo

Quanto a conversdo de valores com parte inteira e parte fraciondria, deve-se realizar as
operacdes de forma separada. A conversdao da parte inteira € obtida dividindo-se o nimero
decimal pelo valor da base desejada; o resto encontrado € o algarismo menos significativo do
valor na base B (mais 4 direita). Em seguida, divide-se o quociente encontrado pela base B; o
resto € o algarismo significativo seguinte (2 esquerda); e assim sucessivamente, vao-se dividindo
os quocientes pelo valor da base até se obter quociente de valor zero. Em cada divisdo, o resto
encontrado € um algarismo significativo do nimero na nova base; o primeiro resto encontrado é o
valor do algarismo menos significativo (mais a direita), e o dltimo resto serd o algarismo mais
significativo (mais a esquerda).

Para a parte fraciondria do nimero a ser convertido, seleciona a parte fraciondria e
multiplica pela base a ser convertida (B), e o valor encontrado € constituido de duas partes (a
parte inteira, mesmo que seja zero e a parte fraciondria). A parte inteira é o primeiro algarismo
procurado (o primeiro algarismo a direita da virgula) e a parte fraciondria é novamente
multiplicada pela base e obtém-se um novo resultado (em duas partes distintas, a inteira e a
fraciondria), onde a inteira serd o segundo algarismo a direita da virgula e a parte fraciondaria é
novamente multiplicada pela base e assim sucessivamente.

8.2.4 Conversao de Numeros entre duas Bases quaisquer

Para converter nimeros de uma base b para uma outra base b' quaisquer (isso €, que ndo
sejam os casos particulares anteriormente estudados), o processo pratico utilizado é converter da
base b dada para a base 10 e depois da base 10 para a base b' pedida.

Exemplo: Converter 435 para (?)g.
435=(4 x 5'+3x 50)10 =239 ==>23/9 =2 (resto 5) logo 435 =239 =259

Prof. Walteno Martins Parreira Janior Pagina 68



Légica Matematica e Computacional

Numeros com parte fracionaria

Quando hd uma parte fraciondria no nimero a ser convertido, a melhor opcdo é fazer a
conversdao do nimero (parte inteira e fraciondria) para a base 10 e depois fazer a conversido da
base 10 para a outra base, seguindo as instrucdes apresentadas anteriormente.

8.3 Aritmética em Binario

8.3.1 Operacao direta
A tabuada da soma aritmética em bindrio € muito simples.

Sdo poucas regras:

0+0=0
0+1=1
1+0=1

1+1=0(e"vail" para o digito de ordem superior)
I+1+1=1(e"vail" para o digito de ordem superior)

Exemplo: Efetuar 011100, + 011010,
Observagoes:

a) Lembre-se: soma-se as colunas da direita para a esquerda, tal como uma soma em
decimal.

b) No exemplo, sdo usadas, em seqiiéncia, da direita para a esquerda, todas as regrinhas
acima.

¢) Na primeira linha, € indicado o resultado do "vai um".

d) Por simplicidade, no exemplo estamos considerando os dois nimeros positivos.
Solugao:

11----->"vai um"

011100

011010 +

110110

Vamos ver agora a tabuada da subtragdo:

0-0=0

0-1=1("vem um do pré6ximo")

1-0=1

1-1=0

Obs.: Como ¢é impossivel tirar 1 de zero, o artificio € "pedir emprestado” 1 da casa de
ordem superior. Ou seja, na realidade o que se faz € subtrair 1 de 10 e encontramos 1 como
resultado, devendo entdo subtrair 1 do digito de ordem superior (aquele 1 que se "pediu
emprestado”). Vamos lembrar que esse algoritmo é exatamente o mesmo da subtragdo em
decimal a que ja estamos acostumados desde o curso primaério.

Exemplo: Efetuar 111100, - 011010,
Observagoes:

a) Lembre-se: subtraem-se as colunas da direita para a esquerda, tal como uma subtracio
em decimal.
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b) No exemplo, sdo usadas, em seqiiéncia, da direita para a esquerda, todas as regrinhas
acima.

¢) Na primeira linha, € indicado o resultado do "vem um".

d) Por simplicidade, no exemplo estamos considerando os dois nimeros positivos.
Solugio:

-——-02->"vem um"
11100
01010 -

8.3.2 Complemento a Base

A implementacdo do algoritmo da subtracdo em computadores é complexa, requerendo
varios testes. assim, em computadores a subtracdo em bindrio € feita por um artificio. O método
utilizado € o "Método do Complemento a Base" que consiste em encontrar o complemento do
nimero em relagdo a base e depois somar os nimeros. Os computadores funcionam sempre na
base 2, portanto o complemento a base serd complemento a dois. Computadores encontram o
complemento a dois de um ndmero através de um algoritmo que pode ser assim descrito:

a) Se o numero ¢é positivo, mantenha o nimero (o complemento de um ndmero positivo é
0 préprio nimero)

b) Se o niimero € negativo:

® inverta o nimero negativo ou o subtraendo na subtracdo (todo 1 vira zero, todo
Zero vira um);

e some | ao nimero em complemento ;
® some as parcelas (na subtracdo, some o minuendo ao subtraendo) ;

® se a soma em complemento acarretar "vai-um" ao resultado, ignore o transporte
final).

Como exemplo, vamos usar o algoritmo acima na subtracao 1101 - 1100 = 0001

mantém o minuendo > | 101

inverte o subtraendo > | o011
soma minuendo e subtraendo > 10000
somal | 10001

ignora o "vai-um" > | 001

8.3.3 Multiplicacdo em binario
Vamos ver agora a tabuada da multiplicagdo:
0x0=0
0x1=0
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1x0=0

Ix1=1

No entanto, também a multiplicacio em computadores € feita por um artificio: para
multiplicar um ndmero A por n, basta somar A com A, n vezes.

Por exemplo,4x3=4+4+4.

E a divisao também pode ser feita por subtracdes sucessivas! O que concluimos? Que
qualquer operagdo aritmética pode ser realizada em computadores apenas através de somas
(diretas ou em complemento).

8.4 Aritmética em outras bases

8.4.1 Operacao direta
A tabuada da soma aritmética em uma base qualquer € simples.

Por exemplo, na base 4, as regras sao:

0+0=0

0+1=1 3+2=1[5-4(dabase)=1c¢ "vai 1" para o digito de ordem superior]
1+0=1 3+3=2[6-4(dabase)=2e "vai 1" para o digito de ordem superior]
1+1=2

2+0=2

Exemplo: Efetuar 02323 + 02110
Observacoes:

o Lembre-se: soma-se as colunas da direita para a esquerda, tal como uma soma em
decimal.

o No exemplo, sdo usadas, em seqiiéncia, da direita para a esquerda, todas as regrinhas
acima.

o Na primeira linha, € indicado o resultado do "vai um".

o Por simplicidade, no exemplo estamos considerando os dois numeros positivos.
Solugio:

11-—-- > "vai um"
02323
02110 +

Vamos ver agora a tabuada da subtragao:

0-0=0
0-1=3("vem um do préximo", que é igual a base: 4,logo 4 +0=4,4 -1 =3)
1-0=1
1-1=0

2 -3 =3 ("vem um do préximo", que € igual a base: 4, logo 4 +2 =6,6 -3 =3)

3-2=1
3-3=0
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Obs.: Como ¢é impossivel tirar 1 de zero, o artificio € "pedir emprestado” 1 da casa de
ordem superior. Ou seja, na realidade o que se faz € subtrair 1 de 10 e encontramos 3 como
resultado (1 de ordem superior é do tamanho da base, logo igual a 4), devendo entdo subtrair 1 do
digito de ordem superior (aquele 1 que se "pediu emprestado” e que vale 4). Vamos lembrar que
esse algoritmo € exatamente o mesmo da subtragdo em decimal a que ja estamos acostumados
desde o curso primadrio.

Exemplo: Efetuar 21321 - 02310
Observagoes:

o Lembre-se: subtrai-se as colunas da direita para a esquerda, tal como uma subtracio
em decimal.

o No exemplo, sdo usadas, em seqiiéncia, da direita para a esquerda, as regrinhas acima.
o Na primeira linha, € indicado o resultado do "vem um".

o Por simplicidade, no exemplo estamos considerando os dois nimeros positivos.
Solucgao:
15-----> "vem um"

21321
02310 -

As mesmas regras usada para as operagdes em base 4 valem para as outras bases como 8,
16, 5 e 7. Observando que o maior algarismo € a (base — 1).

Outros Exemplos:

11
3AC7846
26 44116 +

610B9;6

11
347233
233345 +
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Nota do Professor:

Este trabalho € um resumo do contetido da disciplina, para facilitar o desenvolvimento das aulas,
devendo sempre ser complementado com estudos nos livros recomendados e o desenvolvimento
dos exercicios indicados em sala de aula e também da resolu¢do das listas de exercicios
propostos.

Material também disponivel no site do Professor:
www.waltenomartins.com.br/lmc_apo.pdf
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